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3.1	Variables empiriques et variables théoriques
Les variables étudiées aux chapitres précédents sont dites empiriques, par opposition à ce qu’on pourrait appeler des variables théoriques ou, plus communément, des variables aléatoires. Les valeurs d’une variable empirique sont des valeurs qu’on observe. Si on lance deux pièces de monnaie 300 fois, on peut observer X, le nombre de FACE à chaque lancer, et résumer les résultats en une distribution comme celle-ci :
	x : Nombre de FACE en 2 lancers
	0
	1
	2
	

	Effectif
	60
	168
	72
	300

	Fréquence
	0,20
	0,56
	0,24
	1


Les variables aléatoires, quant à elles, sont des variables dont les valeurs n’ont pas réellement été observées, mais dont on peut anticiper les valeurs et les fréquences. Supposons, dans l’exemple ci-dessus, qu’on n’ait pas encore lancé les deux pièces. On a quand même une bonne idée de ce qui se produirait si on le faisait. On sait que les valeurs possibles de X sont 0, 1, et 2. On ne sait pas laquelle se réalisera, mais on sait que certaines sont plus probables que d’autres. Plus précisément, on a une idée des fréquences auxquelles les valeurs se réaliseraient si on répétait l’expérience plusieurs fois : environ 1/4, 1/2 et 1/4, si les pièces sont bien équilibrées[footnoteRef:1]. Ces fréquences, qui n’ont pas été observées mais qu’on s’attend à observer, sont appelées des probabilités. La distribution de X, appelée fonction de probabilité, fait donc correspondre à chaque valeur x de X une probabilité, qu’on désigne par P(X = x) ou p(x). On peut la présenter sous la forme d’un tableau comme celui-ci : [1: 	Si on désigne par P le fait d’avoir PILE et par F le fait d’avoir FACE, alors les quatre résultats possibles en un lancer sont {PP, PF, FP, FF}. Puisqu’on s’attend à observer chacun de ces résultats un quart des fois, on obtient immédiatement les fréquences ¼, ½, ¼ pour X = 0, X = 1, et X = 2, respectivement.] 


	x : Nombre de FACE en 2 lancers
	0
	1
	2
	

	p(x) 
	0,25
	0,50
	0,25
	1



La forme est mathématiquement identique à celle du tableau précédent. La différence est dans la signification des chiffres  la probabilité p(x) de la valeur x remplace la fréquence f de la valeur x. Mais une probabilité est une fréquence : une fréquence éventuelle. Par exemple, p(0) = 0,25 signifie non pas que la valeur 0 a été observée 25 % des fois, mais plutôt qu’on s’attend à l’observer 25 % des fois si on répète l’expérience assez souvent. Les caractéristiques d’une fonction de probabilité sont identiques à celles d’une distribution empirique : ses valeurs sont toutes positives et leur somme vaut 1. 
Exemple 3.1 Fonction de probabilité
Soit X le nombre de FACE obtenues lorsqu’on lance 3 pièces de monnaie. Quelle est la fonction de probabilité de X? 
Solution Nous savons que les valeurs possibles de X sont 0, 1, 2 et 3. Il faut maintenant déterminer les probabilités de chacune de ces valeurs. Il est intuitivement clair que ces probabilités ne sont pas égales. Par exemple,
p(2) > p(3), puisqu’il y a plusieurs façons d’avoir 2 FACE, alors qu’il n’y a qu’une façon d’en avoir 3. L’ensemble de tous les résultats possibles est 
{PPP, PPF, PFP, FPP, PFF, FPF, FFP, FFF}.
Il est raisonnable de supposer que chacune de ces possibilités a la même probabilité, et puisque la somme de ces probabilités doit égaler 1, chacune a probabilité 1/8. De là découlent les probabilités suivantes 
P(X = 0) = P({PPP}) = 1/8
P(X = 1) = P({PPF , PFP , FPP}) = 3/8
P(X = 2) = P({FFP , FPF , PFF)}) = 3/8
P(X = 3) = P({FFF}) = 1/8.
Pour résumer, la fonction de probabilité est

x
0
1
2
3

p(x) 
1/8
3/8
3/8
1/8
1

La figure 3.1 est une représentation graphique de cette distribution.


Figure 3.1 Distribution de X : nombre de FACE en trois lancers


Exemple 3.2 Deux dés  somme des résultats
On lance deux dés. Soit X la somme des deux résultats obtenus. Déterminer la fonction de probabilité de X, et calculer P(X = 5), P(X  4), P(X < 4), P(X  9) et P(X > 9).
Solution L’ensemble des valeurs possibles de la variable X est 
{2, 3, ... , 12},
et ici aussi, ces valeurs ont des probabilités différentes. On déterminera leur probabilité à partir d’une énumération complète de tous les résultats possibles


Résultat du deuxième dé


1
2
3
4
5
6
Résultat du premier dé
1
(1 ; 1)
(1 ; 2)
(1 ; 3)
(1 ; 4)
(1 ; 5)
(1 ; 6)

2
(2 ; 1)
(2 ; 2)
(2 ; 3)
(2 ; 4)
(2 ; 5)
(2 ; 6)

3
(3 ; 1)
(3 ; 2)
(3 ; 3)
(3 ; 4)
(3 ; 5)
(3 ; 6)

4
(4 ; 1)
(4 ; 2)
(4 ; 3)
(4 ; 4)
(4 ; 5)
(4 ; 6)

5
(5 ; 1)
(5 ; 2)
(5 ; 3)
(5 ; 4)
(5 ; 5)
(5 ; 6)

6
(6 ; 1)
(6 ; 2)
(6 ; 3)
(6 ; 4)
(6 ; 5)
(6 ; 6)
Voici les valeurs de X correspondant à chacun de ces résultats :


Résultat du deuxième dé


1
2
3
4
5
6
Résultat du premier dé
1
2
3
4
5
6
7

2
3
4
5
6
7
8

3
4
5
6
7
8
9

4
5
6
7
8
9
10

5
6
7
8
9
10
11

6
7
8
9
10
11
12
Il est raisonnable d’attribuer une probabilité de 1/36 à chacun de ces résultats. On a alors, par exemple, p(2) = P[{(1,1)}] = 1/36 ; p(3) = P[{(1,2), (2,1)}] = 2/36, p(4) = P[{(1,3) , (2,2) , (3,1)}] = 3/36, etc. 
On obtient ainsi la fonction de probabilité entière  
[bookmark: _Hlk170791694]x
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12

p(x)
1/36
2/36
3/36
4/36
5/36
6/36
5/36
4/36
3/36
2/36
1/36
1


Exemple 3.2 (suite et fin) Deux dés  somme des résultats
La figure 3.2 est une représentation graphique de cette distribution.
Et voici comment on répond à la question  
P(X = 5) = 4/36 ;
P(X  4) = P(X = 2) + P(X = 3) + P(X = 4) = 1/36 + 2/36 + 3/36 = 1/6 ;
P(X < 4) = P(X = 2) + P(X = 3) = 1/36 + 2/36 = 1/12 ;
P(X  9) = P(X = 9) + P(X = 10) + P(X = 11) + P(X = 12) = 10/36 ;
P(X > 9) = P(X = 10) + P(X = 11) + P(X = 12) = 1/6.

Figure 3.2 Distribution de X : Somme des deux résultats du lancer de deux dés

Comment attribuer des probabilités
Dans le dernier exemple, nous avons attribué une probabilité de 1/36 à chacun des 36 résultats possibles de l’expérience ; et dans le précédent, une probabilité de 1/8 à chacun des huit résultats. Est-ce une règle générale ? Non : ce n’est pas parce qu’il y a 36 résultats possibles que l’on doit nécessairement attribuer une probabilité de 1/36 à chacun. Si on le fait ici — et ça arrive quand même assez souvent — c’est parce qu’on accepte implicitement une certaine hypothèse concernant la réalité physique, soit qu’aucun des 36 résultats n’a plus de chance d’apparaître qu’un autre. Cette hypothèse nous fait prédire que si on répète l’expérience assez souvent, les trente-six résultats se réaliseront aussi souvent les uns que les autres, donc environ un trente-sixième des fois. 
Modèle uniforme
L’hypothèse selon laquelle tous les résultats ont la même probabilité est appelée hypothèse d’équiprobabilité. Un modèle basé sur cette hypothèse est appelé modèle uniforme.
L’hypothèse d’équiprobabilité n’est pas toujours réaliste. Par exemple, on tire un ménage dans une population et on note la langue parlée dans le ménage. On admet trois possibilités : {Français, Anglais, Autre}. Il n’est pas question d’attribuer une probabilité de 1/3 à chacun de ces résultats : dans un quartier à forte majorité francophone, la probabilité de trouver un ménage francophone sera élevée. La distribution des résultats dépend de la composition de la population. Supposons que la population en question comprend 
2 000 personnes, et que la distribution de la langue principale est celle-ci :
	Langue parlée
	Français
	Anglais
	Autre
	Total

	Effectif
	900
	800
	300
	2 000


Les probabilités que nous attribuerons aux trois résultats seront alors, dans l’ordre, 0,45 ; 0,40, et 0,15. 
Les derniers exemples illustrent deux façons d’attribuer des probabilités aux résultats d’une expérience aléatoire, l'une a priori, l'autre empirique. 
Méthode a priori Les probabilités « a priori » sont des probabilités qui semblent intuitivement « raisonnables », généralement à cause de certains aspects physiques de l'expérience : puisqu’il n’y a pas de raison de croire qu’une pièce lancée donnera FACE plus souvent ou moins souvent que PILE, on accorde une probabilité de 1/2 à chacun. Lorsqu'on lance un dé, la symétrie du dé nous invite à supposer, à moins d'évidence contraire, que chaque face a la même probabilité, soit 1/6. C’est le modèle uniforme. Cette probabilité ne découle pas automatiquement du fait qu’il y a six résultats possibles. Elle exprime une supposition — a priori raisonnable — à propos de la nature du phénomène observé. 
Méthode empirique L'hypothèse d'équiprobabilité est une hypothèse scientifique qui doit être, tôt ou tard, confrontée à l’expérience ; et elle peut être remise en question si elle se révèle non conforme aux données. Il est naturel et raisonnable, par exemple, de supposer équiprobables les résultats « garçon » et « fille » lorsqu'on observe une naissance. Cette hypothèse est maintenue tant qu’aucune donnée ne vient la contredire. Or les nombreuses données prélevées sur les naissances au cours des siècles révèlent que cette hypothèse n'est pas strictement vraie. On constate en effet que la proportion de garçons à la naissance est d’environ 51,3 % et non de 50 %. 
Dans l’exemple concernant la langue parlée dans les ménages d’une population, l’intuition n’est d’aucun secours : seule une étude statistique permettrait d’attribuer des probabilités. 
Espérance mathématique ou moyenne d’une variable aléatoire

Il est possible de définir la moyenne et la variance d’une variable aléatoire X tout comme on a défini la moyenne et la variance d’une variable empirique : il suffit de remplacer les fréquences par des probabilités. Rappelons que pour une distribution empirique, la moyenne  et la variance σ2 sont définies par


.

Pour une variable aléatoire X, la moyenne, appelée aussi espérance ou espérance mathématique, et désignée par E(X), est définie par :
Définition : Espérance mathématique de X

.
Le symbole x désigne la somme prise sur toutes les valeurs de X. L’espérance de X est habituellement désignée aussi par  ou par X.
Variance d’une variable aléatoire 
L’espérance d’une variable aléatoire est un indice de la position de sa distribution, une quantité analogue à la moyenne d’une variable empirique. Il existe aussi une notion analogue à celle de variance, l'indice de dispersion.
La variance d’une variable aléatoire X de moyenne μ, désignée par Var(X), est définie par
Définition : Variance de X
[image: ]

Habituellement, la variance d’une variable aléatoire X est désignée par 
2 ou 
L'écart-type d'une variable aléatoire X, désigné par  ou X, est la racine carrée de la variance : 

 = X = Écart-type de X = .
Exemple 3.3 Nombre de FACE en trois lancers 
On lance trois pièces de monnaie. Soit X le nombre de FACE. Déterminer l’espérance et l’écart-type de X
Solution La fonction de probabilité de X, comme on l’a vu à l’exemple 3.1, est
x
0
1
2
3

p(x)
1/8
3/8
3/8
1/8
1
L’espérance mathématique est  = (0  1/8) + (1  3/8) + (2  3/8) + (3  1/8) = 1,5. Ce qui est conforme à l’intuition  si on lance une pièce de monnaie 
3 fois, on s’attend à avoir en moyenne 1½ FACE.

La variance est 2 = (0 - 1,5)2  (1/8) + (1 - 1,5)2  (3/8) + (2 - 1,5)2  (3/8) + 
(3 - 1,5)2  (1/8) = 0,75 et l’écart-type est  =  = 0,86600254.


Remarque Les moyennes µ et  sont parfois non seulement analogues, mais carrément identiques. La distribution ci-dessous représente le nombre de pièces dans les 61 appartements d’un immeuble. 
Nombre de pièces (xi )
2
3
4
5
6
7
8
9

Fréquence (fi ) 
5/61
10/61
17/61
10/61
8/61
5/61
4/61
2/61
1

C’est une distribution empirique et sa moyenne (empirique) est = 4,7705. 


Maintenant, supposons qu’on tire un appartement au hasard dans cette population, et posons X = nombre de pièces dans l’appartement tiré. Alors X est une variable aléatoire dont la fonction de probabilité est donnée précisément par le tableau ci-dessus ; les probabilités correspondantes sont les fréquences p(2) = 5/61 ; p(3) = 10/61, etc. Ces probabilités coïncident avec les fréquences  celles qu’on observe dans la population sont celles qui se réaliseraient si on observait X un grand nombre de fois. Donc µ et ont la même valeur, mais pas le même sens  est une moyenne observée, alors que µ est une moyenne théorique. 


Le parallèle entre les deux moyennes existe aussi dans le cas des écarts-types  l’écart-type empirique = 1,7870 représente la dispersion observée dans les 61 appartements, alors que l’écart-type théorique σ = = 1,7870 représente la dispersion des valeurs de X qu’on observerait si on répétait l’expérience assez souvent.

3.2	Fonctions de variables aléatoires
Les propriétés que nous avons énoncées à propos de la moyenne et de la variance d’une variable empirique s’appliquent intégralement aux variables aléatoires. En particulier, nous avons les résultats suivants concernant une fonction affine d’une variable aléatoire.

Si X est une variable aléatoire et a et b sont des constantes, alors la variable aléatoire 
Y = a + bX
satisfait les propriétés suivantes :
µY = E(a + bX) = a + bE(X) = a + bµX ;


 = Var(a + bX) = b2Var(X) = .

Corollaires 
1)	L’écart-type de a + bX est |b|σX : 




	 == =  = |b|σX.
2)	Lorsque a = 0 on a le cas particulier suivant

E(bX) = bE(X) et Var(bX) = b2Var(X).
Exemple 3.4 Espérance, variance et écart-type d'une fonction affine
Vous donnez ordre à votre courtier de vous acheter 12 actions de la compagnie ABC au prix du marché X, où X est une variable aléatoire de moyenne µX = 27 et d’écart-type X = 3. Vous recevrez une facture dont le montant Y est le coût de vos actions, plus une commission. Déterminer l'espérance et l'écart-type de Y , a) en supposant que la commission est un montant forfaitaire de 50 $; b) en supposant que la commission est un montant forfaitaire de 20 $ plus 1 % de la valeur des actions achetées.
Solution 
a)	Y = 50 + 12X. Alors µY = 50 + 12µx = 50 + 12 (27) = 374 $. 
	Y = |12|X = 12 (3) = 36 $.
b)	Y = 20 + 12X + (0,01)(12)X = 20 + 12,12 X.
	Alors µY = 20 + 12,12 µx = 347,24 $.
	Y = |12,12|X = 12,12 (3) = 36,36 $.

Plusieurs variables
Un même contexte expérimental peut donner lieu à plusieurs variables aléatoires. Lorsque, dans le cadre d’un sondage, on tire des ménages au hasard dans une population, on voudra normalement y prélever plusieurs données. Typiquement, on s’intéressera à des choses comme le revenu du ménage, le nombre de personnes, le nombre d’enfants, etc. Chacune de ces quantités est une variable aléatoire. Peuvent ensuite s’ajouter de nouvelles variables calculées à partir de celles-là. Par exemple, si X est le revenu du père de famille, Y celui de la mère, alors dans les enquêtes sociales ou économiques, on s'intéressera au revenu du couple, Z = X + Y. Que peut-on dire de ces nouvelles variables, fonctions des variables observées ? La réponse est relativement simple lorsque les fonctions en question sont des sommes.
Espérances
La règle concernant l’espérance d’une somme de variables aléatoires est simple : l’espérance d’une somme est égale à la somme des espérances. Formellement,

Si X et Y sont deux variables aléatoires, alors
E(X + Y) = E(X) + E(Y).

Remarque Cette propriété s’applique également au cas de plus de deux variables 
E(X1 + X2 + … + Xn) = E(X1) + E(X2) + … + E(Xn).
C’est également vrai que l’espérance d’une différence est égale à la différence des espérances 
E(X - Y) = E(X) - E(Y).

Exemple 3.5 Espérance d’une somme et d’une différence
On interroge un ménage tiré au hasard dans un quartier. Soit X le revenu du père de famille et Y celui de la mère (on exclut de la population les familles monoparentales). Supposons que E(X) = 58 000 $ et E(Y) = 47 000 $. Quelle est l’espérance du revenu du couple ? 
Réponse Le revenu du couple, Z = X + Y, a pour espérance 
E(Z) = E(X + Y) = E(X) + E(Y) = 58 000 + 47 000 = 105 000 $.

Remarque L’espérance de X est tout simplement la moyenne des revenus de tous les pères de famille de la population, et E(Y) la moyenne des revenus de toutes les mères de famille.

Exemple 3.6 Espérance d’une combinaison linéaire
Vous donnez ordre à votre courtier d’acheter 100 actions de la compagnie A et 200 actions de la compagnie B, au prix du marché. Donc X et Y, les prix payés pour les actions de A et de B, respectivement, sont des variables aléatoires. Supposons que E(X) = 40 $ et E(Y) = 60 $. Quelle est l’espérance de la valeur totale de vos actions ?
Réponse La valeur totale de vos actions est 100X + 200Y, et son espérance est
E(100X + 200Y) = E(100X) + E(200Y) = 100E(X) + 200E(Y)
= 100(40) + 200(60) = 16 000 $.

Variances
Est-ce qu’il existe des propriétés analogues pour les variances (ou les écarts-types) ? Est-ce que la variance d’une somme est égale à la somme des variances ? La réponse, en général, est NON. Il existe, cependant, une situation, particulière mais importante, dans laquelle la variance d’une somme X + Y est égale à la somme des variances. C’est le cas où les variables sont indépendantes. Nous commençons par illustrer cette idée fondamentale, qui fait écho à la discussion du chapitre 2 sur la notion d’indépendance.
Indépendance de variables aléatoires
Cette notion d’indépendance peut être définie rigoureusement en termes mathématiques. Mais ce qui importe dans les applications, c’est d'en saisir le sens intuitif de façon à reconnaître, dans un contexte particulier, que deux variables sont indépendantes, justifiant ainsi le calcul Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y). D’abord, un énoncé général :
Deux variables X et Y sont indépendantes, si la valeur de l’une ne nous informe pas sur la valeur probable de l’autre.
Quelques exemples devraient aider à clarifier cet énoncé assurément vague. 
Exemple 3.7 Indépendance de variables aléatoires — tirages successifs
Commençons par les situations où l’état de dépendance entre deux variables ne fait aucun doute. Si X et Y sont les revenus de deux familles tirées avec remise d'une population, alors X et Y sont indépendantes. Pourquoi ? Parce que le choix de la première famille ne modifie pas les conditions du deuxième tirage  le deuxième tirage est effectué dans les mêmes conditions, quel que soit le résultat du premier. 
À l'inverse, si X et Y sont les revenus de deux familles tirées sans remise d’une petite population, alors il y a une dépendance entre X et Y, du fait que le premier tirage modifie la population dans laquelle sera effectuée le 
2e tirage. Par exemple, si vous observez que X = 50 000 au premier tirage, il y aura une personne de moins avec un revenu de 50 000 lors du prochain tirage, ce qui fait diminuer la probabilité P(Y = 50 000). Pour prendre un exemple numérique, considérons une population de 4 ménages dont les revenus (en milliers de dollars) sont les suivants 
{40 ; 60 ; 60 ; 120}.
On tire deux ménages, l’un après l’autre, sans remise. Les variables X et Y sont les revenus des premier et deuxième ménages, respectivement. Quelle est la distribution de Y, étant donné X ? Quelle est, par exemple, la probabilité P(Y = 60) ? Si on sait, disons, que X = 40, alors Y ne peut prendre que les valeurs {60 ; 60 ; 120}, et donc P(Y = 60) = 2/3 ; mais si X = 60, 
Y ne peut prendre que les valeurs {40 ; 60 ; 120}, et alors P(Y = 60) = 1/3. Voici les trois distributions conditionnelles de Y 
Si X = 40, la distribution conditionnelle de Y [désignées par p(y | X = 40)], est
y
60
120

p(y | X = 40)
2/3
1/3
1
Si X = 60, on a la distribution conditionnelle suivante 
y
40
60
120

p(y | X = 60)
1/3
1/3
1/3
1
Finalement, si X = 120, la distribution conditionnelle est 
y
40
60

p(y | X = 120)
1/3
2/3
1
Puisque les distributions conditionnelles ne sont pas identiques, les variables X et Y sont dépendantes. 
Évidemment, si les tirages se font avec remise, Y prend les valeurs 40, 60 et 120 avec probabilités 1/4, 1/2, et 1/4, respectivement, quelle qu’ait été la valeur de X  X et Y sont alors indépendantes.

La dépendance illustrée dans le dernier exemple est facile à reconnaître en pratique. Mais il y a des cas où l’on se doute bien qu’une dépendance existe entre deux variables sans pour autant pouvoir le démontrer autrement qu’en prélevant les données pertinentes.

Exemple 3.8 Indépendance de variables aléatoires
Si X et Y représentent, respectivement, la taille et le poids d’une même personne tirée au hasard dans une population, alors on s’attend à ce que 
X et Y soient dépendantes  si vous savez que la personne est grande de taille, les chances que son poids soit élevé sont plus fortes que si vous savez qu'elle est de petite taille. 
Par contre, si X et Y représentent, respectivement, la taille et le quotient intellectuel, alors X et Y sont vraisemblablement indépendantes (« les grands de taille ne sont ni plus intelligents ni moins intelligents que les petits »).


Remarque Dans le dernier exemple, l’énoncé « X et Y sont dépendantes » est une affirmation concernant la nature du phénomène observé. Elle peut être vraie ou fausse, et seules les données observées peuvent trancher. Dire que la taille et le poids sont des variables dépendantes, c’est prédire l’allure que prendraient des données sur la taille et le poids d’un échantillon de personnes. En effet, si on dresse un nuage de points à partir d’un tel échantillon, on y verra des tailles petites généralement accompagnées de poids faibles, et des grandes tailles associées à des poids élevés. On ne s’attend pas à cela avec des données sur la taille et le quotient intellectuel.


Variance d’une somme de variables indépendantes 
Nous avons le théorème suivant : 

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) et Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y).

En mots : 
· la variance d’une somme de variables aléatoires indépendantes est égale à la somme des variances ; et
· la variance d’une différence de variables aléatoires indépendantes est égale à la somme des variances.

Exemple 3.9 Écart-type d’une combinaison linéaire
Vous donnez ordre à votre courtier d’acheter 10 actions de la compagnie A et 20 actions de la compagnie B. Soit X et Y les prix des actions de A et B, respectivement. Supposons que X et Y sont indépendantes et que X = 8 $ et Y = 6 $. Quel est l’écart-type du coût total de vos actions ?
Réponse Le coût total de vos actions est Z = 10X + 20Y. Alors 



	 = Var(10X + 20Y) = Var(10X) + Var(20Y) = 102 + 202. D’où


	 Z = =   144,2221 $.


Le cas de variables dépendantes
Comment calculer la variance d’une somme, Var(X + Y), lorsque X et Y sont dépendantes ? Nous ne pouvons pas le faire sans information supplémentaire sur le degré de dépendance, mesuré par une quantité appelée covariance, analogue à la notion du même nom définie au chapitre 2. Nous ne discuterons pas ce calcul ici. Il est possible, cependant, de tirer quelques conclusions concernant la variance d’une somme lorsqu’on sait si la relation est positive ou négative. Une relation est positive si une valeur élevée de X a tendance à être accompagnée d’une valeur élevée de Y ; et négative si une valeur élevée de X a tendance à être accompagnée d’une valeur faible de Y. La question à laquelle on peut répondre est celle-ci : quel est l’effet sur la variance Var(X + Y) d’une dépendance entre X et Y ? Plus précisément, peut-on savoir laquelle des deux inégalités suivantes tient ? 
Var(X + Y) ≥ Var(X) + Var(Y) ou Var(X + Y) ≤ Var(X) + Var(Y).
Quelques cas particuliers peuvent aider. Supposons, pour simplifier, que 
Var(X) = Var(Y) = σ2. Si X et Y sont indépendantes, alors Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) = 2σ2. Comment se compare la variance Var(X + Y) à 2σ2 en présence d’une dépendance positive ? Considérons deux cas extrêmes, celui d’une dépendance positive parfaite, et celui d’une dépendance négative parfaite.
Dépendance positive parfaite Supposons que X et Y ont toujours exactement la même valeur : Y = X. On voit tout de suite que Var(X + Y) > Var(X) + Var(Y), car Var(X + Y) = Var(X + X) = Var(2X) = 4Var(X) = 4σ2 alors que Var(X) + Var(Y) = 2σ2. 
Dépendance négative parfaite Un cas de dépendance négative parfaite est celui où Y = -X. Nous avons alors Var(X + Y) = Var[X + (-X)] = Var(X - X) = Var(0) = 0 et donc Var(X + Y) < Var(X) + Var(Y). 
En général, 
· Var(X + Y) > Var(X) + Var(Y) lorsque la dépendance est positive ; et 
· Var(X + Y) < Var(X) + Var(Y) lorsque la dépendance est négative.
Exemple 3.10 Somme de variables positivement dépendantes
Considérons une population de 4 ménages avec les caractéristiques suivantes 
Ménage
1
2
3
4
Revenu de l’époux (en milliers de dollars)
25
55
80
150
Revenu de l’épouse (en milliers de dollars)
45
45
60
100
On tire un ménage au hasard. Soit X le revenu de l’époux et Y celui de l’épouse. Comparer la variance de la somme, Var(X + Y), à la somme des variances, Var(X) + Var(Y).
Réponse X prend chacune des valeurs 25 ; 55 ; 80 et 150 avec probabilité 1/4 ; et Y chacune des valeurs 45 ; 45 ; 60 ; et 100 avec probabilité 1/4. On trouve alors Var(X) = 2 131,25, Var(Y) = 506,25, et donc Var(X) + Var(Y) = 
2 637,5.
La variable X + Y prend les valeurs 70 ; 100 ; 140 ; 250, chacune avec probabilité 1/4. Alors Var(X + Y) = 4 650. On voit donc que Var(X + Y) >> Var(X) + Var(Y), conséquence de la dépendance positive entre X et Y. Cette dépendance est clairement visible dans le tableau, où les petites valeurs de 
X sont accompagnées de petites valeurs de Y. Le coefficient de corrélation (0,97) le confirme.

Exemple 3.11 Somme de variables négativement dépendantes
Considérons une population de 4 ménages dont les revenus sont (en milliers de dollars) les suivants 
{40 ; 50 ; 60 ; 120}.
On tire deux ménages, l’un après l’autre, sans remise. Soit X et Y les revenus des premier et deuxième ménages, respectivement, et Z = X + Y. Comparer la variance de la somme, Var(Z), à la somme des variances, Var(X) + Var(Y).
Réponse Voici l’ensemble de toutes les valeurs possibles de X + Y pour les 
12 échantillons possibles 


y


40
50
60
120
x
40
*
X + Y = 90
X + Y = 100
X + Y = 160

50
X + Y = 90
*
X + Y = 110
X + Y = 170

60
X + Y = 100
X + Y = 110
*
X + Y = 180

120
X + Y = 160
X + Y = 170
X + Y = 180
*
	* Impossible dans un tirage sans remise.

Exemple 3.11 (suite et fin) Variance d’une somme de variables négativement dépendantes
Il y a 12 résultats possibles, chacun de probabilité 1/12 si on admet l’hypothèse d’équiprobabilité. X prend la valeur 40 dans 3 échantillons sur 12, et donc P(X = 40) = 3/12 = 1/4. On vérifie que chacune des 4 valeurs possibles de X est de probabilité 1/4, et par conséquent, Var(X) = 968,75. 
De même, Var(Y) = 968,75, et donc Var(X) + Var(Y) = 1 937,5. La distribution de la variable Z = X+Y est 
z
90
100
110
160
170
180
p(z)
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
1/6
On obtient alors Var(X + Y) = Var(Z) = 1291,67 < Var(X) + Var(Y).


Remarque La dépendance négative des variables X et Y dans le dernier exemple s’explique intuitivement par le fait qu’une valeur prise par X ne peut pas être prise par Y. Donc si X = 120, la plus grande valeur, Y ne peut prendre que les valeurs 40, 50 ou 60 — plutôt faibles. Inversement, si X = 40, Y aura tendance à prendre des valeurs plus élevées.





[bookmark: _GoBack]Remarque Les propriétés établies ici peuvent servir à équilibrer un portefeuille d'investissements. Dans l'exemple 3.9, les valeurs X et Y de deux titres sont supposées indépendantes, et la variance du montant Z = 10X + 20Y du portefeuille a été évaluée à = Var(10X + 20Y) = Var(10X) + Var(20Y) = + . Est-il possible que les valeurs de deux titres soient dépendantes? Il semble bien que oui. Par exemple, certaines études ont montré que l'action d'Exxon et celle de Google sont corrélées négativement. Ceci a pour effet de réduire Var(Z)  l’inclusion de ces deux titres dans un même portefeuille peut aider à réduire la volatilité — à condition que cette dépendance négative se maintienne (et surtout qu'on ait des raisons de croire qu'elle n'est pas purement accidentelle). À l’inverse, l'action d'Exxon semble être positivement corrélée avec celle de Ford — donc deux actions qu'on ne devrait pas réunir dans un même portefeuille si l'on veut contrôler la volatilité. (Une mise en garde s’impose, toutefois  les dépendances positives sont fréquentes à la bourse, puisqu'une économie active fait croître beaucoup de valeurs en même temps.)


Exemple 3.12 Variances  fonctions affines et sommes
Dans un supermarché, l'écart-type du poids des pommes est de 5 g ; celui des poires est de 7 g. Vous placez au hasard 5 pommes et 10 poires dans votre panier et passez à la caisse. 
a) Quelle est la variance du poids total de vos 5 pommes ?
b) Quelle est la variance du poids total de tous vos fruits ?
c) Quelle est l’écart-type du coût total de vos fruits si les pommes 	coûtent 0,22 ¢/g et les poires 0,41 ¢/g ?

Exemple 3.12 (suite et fin) Variances  fonctions affines et sommes
Réponses
a) Le poids total de vos 5 pommes est la somme X = X1 + X2 + X3 + X4 + X5 des 5 poids, chacun de variance 25. Donc Var(X) = Var(X1) + Var(X2) + Var(X3) + Var(X4) + Var(X5) = 5(25) = 125.
b) Le poids total de vos 10 poires est la somme Y = Y1 + Y2 + … + Y10 des 10 poids, chacun de variance 49. Donc Var(Y) = 10(49) = 490. Le poids total de tous vos fruits est X + Y, et sa variance est Var(X + Y) = 125 + 490 = 615.

c) Le coût total de vos fruits est 0,22X + 0,41Y. Sa variance est donc (0,22)2(125) + (0,41)2(490) = 88,419. L’écart-type est donc = 9,40 ¢.


Commandes Excel et simulation
Une technique très utile en statistique est la simulation de variables aléatoires. Elle permet d'estimer des probabilités — et par suite, des espérances et des variances de variables aléatoires — lorsque le contexte, trop compliqué, ne se prête pas facilement à un développement théorique. Les quelques exemples qui suivent sont en fait assez simples pour être traités théoriquement, mais nous les traiterons par simulation afin d'illustrer le principe. Considérons la somme X des résultats obtenus lorsqu’on lance n dés. X prend les valeurs n, n+1, … , 6n. Lorsque n = 2 la fonction de probabilité est facile à déterminer théoriquement. L’exemple 3.2 a montré comment faire. Si n = 6, les choses se compliquent. Comment estimer, par exemple, la probabilité P(X = 19) ? Une approche possible est la méthode dite empirique, ou par simulation. Puisque la probabilité P(X = 19) est la fréquence à laquelle la somme X égalera 19 lorsqu'on répète l'expérience (lancer 6 dés) un grand nombre de fois, on n'a qu'à en faire l'expérience, c’est-à-dire, lancer 6 dés un grand nombre de fois. On comptera alors la fréquence des « 19 » parmi les sommes obtenues. Cette proportion sera une estimation de la probabilité P(X =19). Cette opération physique fort onéreuse peut être simulée sans douleur à l'ordinateur. Avec Excel, c’est le programme « Génération de nombres aléatoires », dans « Utilitaire d’analyse » qui le fait. Voici quelques exemples de simulations. 
Lancement d’un dé
Nous voulons simuler 1 000 fois l’expérience qui consiste à lancer un dé et noter si oui ou non le résultat est un « 6 ». Dans l’onglet « Données », on ouvre la fenêtre « Utilitaire d’analyse » et on sélectionne « Génération de nombres aléatoires » :
[image: ]
On générera une variable X qui prend les valeurs 0 et 1, où la valeur « X = 1 » sera interprétée comme « avoir un 6 ». Donc p = P(X = 1) = 1/6 si le dé est équilibré. Pour générer une variable qui prend les valeurs 0 ou 1, on sélectionne « Bernoulli » dans la fenêtre « Distribution ». Dans la fenêtre « Probabilité », on inscrit la valeur de p, soit 1/6 = 0,16667.
[image: ]
On obtient alors une colonne de 1 000 chiffres, dont voici un extrait (les chiffres sont aléatoires : si vous recommencez, vous observerez des valeurs différentes) :
[image: ]
On peut ensuite compter la proportion de « 1 » dans cette colonne. Elle devrait s’approcher de 1/6.
Lancement de six dés
Soit X le nombre de « 6 » lorsqu’on lance 6 dés. Générer X. 
Ce qui change ici, c’est le « Nombre de variables » dans la fenêtre « Génération de nombres aléatoires ». On inscrit 6 au lieu de 1 pour signifier qu’on lance 6 dés. On obtient 6 colonnes de 1 000 chiffres dont voici un extrait :
[image: ]
Chaque ligne est le résultat d’un lancer de 6 dés. Donc le premier lancer n’a donné aucun « 6 » ; le deuxième en a donné un seul (avec le 6e dé) ; le 3e en a donné 2, etc. On calcule, dans la colonne G, la valeur de X pour chaque lancer de 6 pièces :
[image: ]
La distribution de X sera estimée par la proportion de «0», de « 1 », de « 2 », … , de « 6 ».
Tirage d’une unité dans une population
On observe X, le nombre de pièces dans un logement tiré au hasard dans une très grande population de logements. Supposons que la distribution du nombre de pièces dans les logements de la population est la suivante :
	xi
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	fi
	0,09
	0,16
	0,28
	0,16
	0,13
	0,08
	0,07
	0,03


Cette distribution est aussi la distribution de la variable aléatoire X. Pour générer X, on commence par inscrire la distribution du nombre de pièces :
[image: ]
Ensuite on choisit « Discrète » dans la fenêtre « Distribution ».
[image: ]
On obtient alors une colonne de 1 000 chiffres, de 2 à 9, dont voici un extrait :
[image: ]
Les proportions des 2, des 3, etc., devraient s’approcher des fréquences. De plus, la moyenne des 1 000 chiffres devrait s’approcher de la moyenne de la population ; et la variance des 1 000 chiffres de la variance de la population. Le nombre d’essais, 1 000, n’étant pas très grand, il y aura un écart non négligeable entre les fréquences observées et les probabilités. Si votre équipement le permet, vous pourriez refaire l’exercice avec 5 000 ou 10 000 essais. Vous verrez que les écarts (entre fréquences observées et probabilités) diminuent.
Tirage d’un échantillon d’une population
Considérons encore la population de ménages décrite dans l’exemple précédent, et supposons qu’on tire un échantillon de 5 ménages. La population est assez grande pour nous permettre de supposer que les tirages sont indépendants. La commande est semblable à la dernière, sauf qu’on marque « 5 » au lieu de « 1 » dans la fenêtre « Nombre de variables ». On obtient alors 5 colonnes de 1 000 chiffres, dont voici un extrait :
[image: ]
Chaque ligne représente un échantillon. On peut alors estimer la distribution de toute fonction des données de l’échantillon, comme la somme, la moyenne, la variance. Les voici calculées pour les quelques premiers échantillons :
[image: ]
3.3	Résumé
1.	Une fonction de probabilité fait correspondre à chaque valeur x d’une variable aléatoire X sa probabilité p(x) = P(X = x).

2.	La moyenne ou espérance mathématique d’une variable aléatoire X, désignée par E(X), par  ou encore par X, est définie par E(X) = .

3.	La variance d’une variable aléatoire X, désignée par Var(X), est définie par Var(X) = . L’écart-type d’une variable aléatoire X est la racine carrée de la variance de X.
4.	Si X est une variable aléatoire et a et b sont des constantes, alors la variable aléatoire Y = a + bX satisfait les propriétés suivantes : 

	µY 	= E(a + bX) = a + b E(X) = a + bµX  ; = Var(a + bX)

		= b2 Var(X) = b2 ; Y = |b|X.
	En particulier, E(X + Y) = E(X) + E(Y) et E(X ‑ Y) = E(X) - E(Y).
5.	Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes, alors 
Var(X + Y) = Var(X) + Var(Y) et Var (X - Y) = Var(X) + Var(Y).
6.	Si X et Y sont deux variables aléatoires positivement dépendantes, alors 
Var(X +Y) ≥ Var(X) + Var(Y) et Var (X - Y) ≤ Var(X) + Var(Y).
7.	Si X et Y sont deux variables aléatoires négativement dépendantes, alors 
Var(X +Y) ≤ Var(X) + Var(Y) et Var(X - Y) ≥ Var(X) + Var(Y).
3.4	Exercices
3.1	On tire, sans remise, un échantillon de 2 ménages dans une population de 5 ménages. 
a)	Identifiez les unités de la population par les numéros 1, 2, 3, 4 et 5 et énumérez l’ensemble de tous les échantillons possibles [ex. (1 ; 2), 
(1 ; 3), etc.]. Il y en a dix.
b)	Supposons que le nombre de personnes dans les 5 ménages de la population est 2 ; 2 ; 3 ; 3 ; et 4, respectivement. Présentez sous forme de tableau la distribution de la variable X : nombre total de personnes dans les 2 ménages de l’échantillon.
c)	Déterminer les probabilités suivantes :
	i)	P(X = 5) ; ii) P(X  5) ; iii) P(X < 5) ; iv) P(X > 7) ; v) P(X  7) ; 
vi)	P(X < 3) ; vii) P(X  3).
d)	Déterminer la moyenne  et l’écart-type σ de X.
e)	Déterminer la probabilité que X s’écarte de sa moyenne de plus de 2 écarts-types. [C’est-à-dire, déterminer P(|X-| > 2σ)]. Déterminer aussi P(|X-| > σ) et P(|X-| > 3).
3.2	Soit X et Y deux variables aléatoires dont voici les distributions :
	x
	1
	2
	3
	4
	

	p(x)
	0,2
	0,4
	0,3
	0,1
	1



	y
	1
	2
	3
	

	p(y)
	0,5
	0,4
	0,1
	1



a)	Déterminer X, Y, \[\sigma _{X}^{2}\], , X et Y.
b)	Déterminer 
	i)	E(2X) ; ii) Var(3Y) ; iii) E(X + Y) ; iv) E(X - Y) ; v) E(2X + 3Y) ; 
vi)	E(2X - 3Y).
c)	Supposons que X et Y sont indépendantes. Déterminer
	i)	Var(X + Y)	ii)Var(X - Y)	iii)	Var(2X - 3Y)	
iv)	Var(2X + 3Y).
d)	Supposons que X et Y représentent, respectivement, le nombre de chambres à coucher et le nombre de salles de bains dans un logement tiré au hasard dans un quartier. L’hypothèse d'indépendance est-elle vraisemblable ?
e)	Supposons que X est le nombre de chambres à coucher dans un logement tiré au hasard dans un quartier ; et Y est le nombre de chambres à coucher dans un logement tiré au hasard dans un autre quartier . L’hypothèse d'indépendance est-elle vraisemblable ?
3.3	On prélève un échantillon de 3 personnes (sans remise) d’une population de 8 fumeurs. On s’intéresse au nombre de cigarettes fumées par jour. Les valeurs de cette variable pour les 8 personnes de la population sont :
 = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24}.
	la moyenne de cette population est  = 13,5, et sa variance est
2 = 47,25. Soit T la somme des trois observations de l’échantillon. Le tableau suivant présente la fonction de probabilité de T, qu’on peut obtenir en énumérant l’ensemble de tous les échantillons possibles (il y en a 56, et vous pourriez faire cette énumération, ou du moins en faire une ébauche).
	t
	18
	21
	24
	27
	30
	33
	36
	39
	42
	45
	48
	51
	54
	57
	60
	63

	p(t)
	1/56
	1/56
	2/56
	3/56
	4/56
	5/56
	6/56
	6/56
	6/56
	6/56
	5/56
	4/56
	3/56
	2/56
	1/56
	1/56


a)	Déterminer P(T = 27), P(T  33), P(T > 32), P(T < 51) et P(T  54).
b)	Déterminer l’espérance, la variance, et l’écart-type de T.

c)	Déterminer l’espérance, la variance et l’écart-type de la moyenne échantillonnale\[\bar{X}\] = T/3 ; vérifier que\[\text{E}(\bar{X})=\mu \].=  et que =\[
\text{Var}\left( \overline{X} \right)=\frac{N-n}{N-1}\frac{{{\sigma }^{2}}}{n}



\]. où N = 8 est la taille de la population et n = 3 est la taille de l'échantillon (Les énoncés =  et que = sont des théorèmes démontrables).

d)	Quelle est la probabilité qu’il y ait un écart de plus de 3 points entre  et  = \[\mu \text{=E}(\bar{X})\] ?






e)	Déterminer P( > 39), P(  36), P(-  > 2), P(- > \[2{{\sigma }_{{\bar{X}}}}\]) et 
P(|- | > ).
3.4	D’une population de citoyens dont 50 % sont en faveur d’un certain projet de loi, on tire un échantillon de taille 8. Soit X le nombre de personnes dans l’échantillon qui sont en faveur du projet. La fonction de probabilité de X (qu’on peut déterminer théoriquement, par des moyens qui seront présentés au chapitre 4) est donnée dans le tableau suivant :

	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	

	p(x)
	1/256
	8/256
	28/256
	56/256
	70/256
	56/256
	28/256
	8/256
	1/256
	1



a)	Déterminer l’espérance, la variance, et l’écart-type de X.
b)	Déterminer l’espérance, la variance et l’écart-type de la proportion échantillonnale Y = X/8.
c)	Quelle est la probabilité qu’il y ait un écart de plus de 0,2 points entre Y et E(Y) ?
3.5	Les revenus annuels (en dizaines de milliers de dollars) de quatre personnes, Agnès, Barbie, Carole et Diane sont, respectivement, 3, 4, 6
et 7. On choisit deux personnes au hasard parmi ces 4. Soit X le revenu moyen des 2 personnes tirées. Déterminer, en faisant une énumération complète de tous les échantillons possibles la fonction de probabilité de X, E(X) et Var(X).
3.6	Vous tirez au hasard 2 boîtes parmi 4 boîtes de 12 vis chacune. Les nombres de vis défectueuses dans les 4 boîtes sont {0, 2, 4, 5}. Supposons que vous faites ces tirages avec remise. Soit X le nombre de vis défectueuses dans la première boîte tirée et Y le nombre de vis défectueuses dans la deuxième boîte. 
a)	Soit Z le nombre total de vis défectueuses dans les deux boîtes. Déterminer la fonction de probabilité de Z. [Suggestion : Écrivez les 
16 choix possibles de deux boîtes, et calculez Z pour chacun.]
b)	À partir de la fonction de probabilité trouvée en a), 
Déterminer E(Z) et Z.
c)	Calculer E(X) et E(Y), et vérifiez que leur somme est égale à E(Z).
d)	Calculer Var(X) et Var(Y), et vérifiez que leur somme est égale à Var(Z).
e)	Déterminer la fonction de probabilité de U = XY, et Calculer E(XY). 
	Est-ce que E(XY) = E(X)  E(Y) ?
f)	Déterminer la fonction de probabilité de D = Y - X. Vérifiez que E(X ‑ Y) = E(X) - E(Y) et que Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y)
3.7	Supposez, au numéro précédent, que vous tirez les deux boîtes sans remise.
a)	Déterminer la fonction de probabilité de Z, le nombre total de vis défectueuses dans les deux boîtes.
b)	Calculer la variance de Z = X + Y. Pouvez-vous expliquer intuitivement pourquoi Var(Z) ici est inférieure à Var(Z) au numéro précédent ?
c)	Calculer la variance de D = Y - X. Pouvez-vous expliquer intuitivement pourquoi Var(D) ici est supérieure à Var(Z) au numéro précédent ?
d)	Montrez que E(XY)  E(X)  E(Y). 
3.8	Considérez la population suivante :  = {3, 5, 6, 8, 10}. On tire un échantillon de deux éléments de cette population, sans remise. Énumérer les 20 résultats possibles (vous tiendrez compte de l'ordre dans lequel les éléments sont tirés). Soit X le résultat du premier tirage et Y le résultat du deuxième. Voici l'ensemble des valeurs de (X ; Y), ainsi que les valeurs possibles des variable U = XY et W = (X+Y)/2 :
	x
	3
	3
	3
	3
	5
	5
	5
	6
	6
	8
	5
	6
	8
	10
	6
	8
	10
	8
	10
	10

	y
	5
	6
	8
	10
	6
	8
	10
	8
	10
	10
	3
	3
	3
	3
	5
	5
	5
	6
	6
	8

	u = xy
	15
	18
	24
	30
	30
	40
	50
	48
	60
	80
	15
	18
	24
	30
	30
	40
	50
	48
	60
	80

	w = (x+y)/2 
	4
	4,5
	5,5
	6,5
	5,5
	6,5
	7,5
	7
	8
	9
	4
	4,5
	5,5
	6,5
	6,5
	6,5
	7,5
	7
	8
	9


a)	Déterminer les fonctions de probabilité de U = XY et de W.
b)	Calculer E(U) = E(XY). Cette espérance est-elle égale au produit des espérances E(X) E(Y) ? 
c)	Calculer Var(W). Quelle aurait été cette variance si les tirages avaient été effectués avec remise ?
3.9	Un marchand de parapluies peut gagner 400 $ par jour quand il pleut et perdre 100 $ par jour quand il fait beau. Sachant qu'il y a 3 fois plus de beaux jours que de jours pluvieux, déterminer l’espérance de gain quotidien.


3.10	Vous pouvez stationner dans un terrain de stationnement à 9 $ par jour ; ou stationner illégalement et risquer une amende de 25 $. Vous estimez que la probabilité d'avoir une amende est 1/4. Quelle est la meilleure stratégie ?
3.11	Une compagnie d'assurance offre une police d'annulation de voyage (seule cause d'annulation acceptée : maladie). La prime est de 144 $ par personne ; le coût pour la compagnie d'assurance est de 1 600 $ lorsqu'il y a annulation. Supposons que, d'après les statistiques, la probabilité qu'un client tombe malade (et donc annule son voyage) est de 0,02. Soit X le gain de la compagnie lorsqu'elle assure une personne (négligez tous frais, sauf le versement de 1 600 $ s'il y a lieu).
a)	Quelles sont les valeurs possibles de X ?
b)	Déterminer la fonction de probabilité de X.
c)	Calculer l'espérance mathématique et l'écart-type de X.
d)	Déterminer la moyenne et l’écart-type du gain de la compagnie lorsqu'elle assure deux personnes qui sont étrangères l'une de l'autre.
3.12	Un petit fruitier achète chaque jour 4 mangues à 50 ¢ et les vend à 90 ¢. Les mangues non vendues à la fin de la journée sont écoulées à 40 ¢. Le nombre de clients en un jour est une variable aléatoire X dont la distribution est la suivante : 
	x
	0
	1
	2
	3
	4

	p(x)
	0,1
	0,1
	0,2
	0,3
	0,3


a)	Calculer E(X) et X.
b) 	Soit Y le gain net en un jour. Exprimez Y en fonction de X.
c)	Calculer E(Y) et Y. à partir de vos réponses en a).
d)	Maintenant, déterminer la fonction de probabilité de Y, et calculer E(Y) et Y à partir de cette fonction de probabilité.
e)	Est-ce que le fruitier aurait avantage à acheter plutôt 3 mangues ?
3.13	Un petit entrepreneur promet de compléter un projet de rénovation en 
3 jours. Chaque journée de retard lui inflige un coût supplémentaire de 600 $ (en pénalité). Il estime que la probabilité que le travail soit complété à temps est de 0,6 (auquel cas ses coûts supplémentaires sont nuls) ; que la probabilité d'un retard d'un jour est 0,3 ; et que la probabilité d'un retard de 2 jours est 0,1. Soit X son coût (en pénalité) à la fin du projet. Calculer :
a)	L’espérance de X.
b)	L’écart type de X.
3.14	Un petit entrepreneur promet de compléter un projet de rénovation en 
3 jours. Toute journée de retard lui coûte 300 $ (en temps et pénalité). Il estime que la probabilité que le travail soit complété à temps est de 0,7 ; que la probabilité d'un retard d'un jour est 0,2 ; et que la probabilité d'un retard de 2 jours est 0,1. Il pense louer au prix de 150 $ un équipement qui lui permettrait de compléter le travail plus vite. Il estime qu'avec cet équipement il a 90 % de chance de compléter le projet à temps et 10 % de chance d'avoir un retard d'un jour. Devrait-il ou pas louer son équipement ? Justifiez.
3.15	Vous devez investir 10 000 $ pour deux ans et vous avez deux offres :
	Offre 1 : vous placez cette somme pour une période de deux ans ferme à 4 % d’intérêt (payable à la fin de chaque année, non composé).
	Offre 2 : vous placez cette somme à 3,5 % pour une année, avec renouvellement pour une autre année à un taux à être déterminé à la fin de la première année. Vous estimez que le taux augmentera à 4 % avec une probabilité de 0,20 ; et à 4,5 % avec une probabilité de 0,80. Quel est le placement qui donne la meilleure espérance de gains. 
	Pour simplifier le problème, vous supposerez que l’intérêt gagné ne peut pas être réinvesti. Vous ne tiendrez pas compte non plus des considérations fiscales.
3.16	La compagnie A vous offre une croisière à 3 000 $. Vous pouvez acheter votre billet tout de suite, mais vous savez que s'ils ont des places libres en dernière minute, ils mettent les billets en solde au prix dérisoire de 1 500 $. D'après votre agent de voyages, ceci arrive 5 % des fois. Pour ne pas perdre cette possibilité, vous pensez acheter votre billet à la compagnie B, qui vous offre la même croisière pour 3 200 $, mais qui vous permet d'annuler en tout temps sans motif, moyennant une pénalité de 500 $. Que devriez-vous faire pour minimiser l'espérance de coût : accepter tout de suite l'offre de A à 3 000 $ ? Ou réserver avec la compagnie B, avec l'intention d'annuler si le solde de la compagnie A se réalise ? Justifiez.
3.17	Une agence de voyage vous propose une croisière pour 5 000 $, mais les cabines sont attribuées par tirage au sort. Vous avez une probabilité de 60 % d’obtenir une cabine avec hublot (et donc une probabilité de 40 % d’avoir une cabine intérieure). Cependant, si vous obtenez une cabine intérieure, vous pouvez payer une prime de 400 $ pour avoir une cabine avec hublot. C’est ce que vous comptez faire. Soit X votre coût.
a)	Déterminer l’espérance de X.
b)	Déterminer la variance de X.
3.18	Vous devez partir pour Winnipeg, via la ligne aérienne A, qui demande 950 $ pour le billet. Mais vous êtes tenté par un autre vol, offert par la ligne B qui partira une heure plus tard et qui ne coûte que 500 $. Le hic, c’est que l’avion est plein, et qu’il n’y aura de place que s’il y a une annulation de dernière minute. S’il n’y a pas d’annulation, vous devrez prendre un billet en classe d’affaires, à 1 400 $. Le préposé de la ligne B vous assure qu’il y a des annulations dans 60 % des cas, et que vous êtes premier dans la liste d’attente. Quelle est la stratégie qui vous donne l'espérance de coût la plus basse ?


3.19	Une compagnie considère un projet de forage dont le coût serait de 
25 millions de dollars. Si elle découvre du pétrole, elle prévoit réaliser un profit net de 70 millions de dollars. La probabilité p de découvrir du pétrole est inconnue. Quelle devrait être sa valeur pour que l’espérance de gain de la compagnie soit positive ?
3.20	Debout devant la vendeuse de la boutique BPBQ, Julie hésite. Cette robe qu'elle tient à acheter pour le mariage de sa fille lui est offerte pour 1 800 $. Elle doit l'acheter aujourd'hui, car ce soir la robe sera renvoyée au manufacturier. Elle sait que la seule autre boutique qui a cette robe, la très chic ERQP, la vend pour 2 200 $. Pourquoi hésite-t-elle ? Parce qu'il y a des chances que demain ERQP mette la robe en vente à demi prix ! Pas très probable, lui dit-on, environ 25 % de chance. Quand même, la tentation d'attendre est forte, car l'épargne potentielle n’est pas négligeable. Le problème, c’est que s’il n’y a pas de réduction, Julie devra payer le plein prix (2 200 $). Que doit-elle faire ? (Elle est disposée à prendre une décision sur la base d'espérance de coût.)
3.21	On suppose que le poids (en kg) des adultes se distribue avec une moyenne de 64 et un écart-type de 12. Soit X le poids total de 14 personnes qui s'entassent dans un ascenseur. Calculer l'espérance mathématique et la variance de X.
3.22	Si on suppose que le poids, en grammes, des œufs est de moyenne 56 et de variance 20, quelle est l'espérance mathématique et la variance du poids d'une douzaine d’œufs ?
3.23	Dans l'exercice précédent, si on place au hasard 6 œufs dans chaque plateau d'une balance, quelle est l'espérance et la variance de la différence de poids entre les deux plateaux (le premier moins le deuxième) ?
3.24	Dans chacun des numéros suivants, on décrit une expérience et deux variables aléatoires, X et Y. Dites si X et Y sont indépendantes ou non et justifiez votre réponse.
a)	On tire au hasard deux personnes dans une salle de cours, avec remise.
	X : Note au dernier examen de la première personne ;
	Y : Note au dernier examen de la deuxième personne.
b)	On tire au hasard deux personnes dans une salle de cours, sans remise.
	X : Note au dernier examen de la première personne ;
	Y : Note au dernier examen de la deuxième personne.
c)	On tire au hasard une fille parmi toutes les filles du secondaire (tous les niveaux confondus).
	X : Une mesure de sa force physique ;
	Y : Une mesure de son vocabulaire.


d)	On tire au hasard une personne dans une grande population.
	X : La longueur de son fémur ; 
	Y : La longueur de son tibia.
e)	On tire au hasard un ménage dans une population de ménages.
	X : Revenu familial ;
	Y : Superficie du logement.
f)	Vous tirez au hasard deux pommes de votre pommier (qui contient un nombre quasi infini de pommes).
	X : Le poids de la première pomme ;
	Y : Le poids de la deuxième pomme.
g)	Vous avez deux pommiers de deux espèces différentes, A et B. Vous choisissez l'un des deux au hasard et y cueillez deux pommes (considérez que chaque arbre contient un nombre quasi infini de pommes).
	X : Le poids de la première pomme 
	Y : Le poids de la deuxième pomme.
h)	Vous avez deux pommiers de deux espèces différentes, A et B. Vous cueillez une pomme dans chacun.
	X : Le poids de la pomme cueillie dans le pommier A ;
	Y : Le poids de la pomme cueillie dans le pommier B.
i)	Vous avez deux pommiers de deux espèces différentes, A et B. Vous choisissez l'un des deux pommiers au hasard, et y cueillez une pomme. Ensuite vous cueillez une pomme dans l'autre pommier.
	X : Le poids de la première pomme (qui peut avoir été cueillie dans le pommier A ou dans le pommier B) ;
	Y : Le poids de la deuxième pomme (cueillie dans l’autre pommier).
j)	Diane et Carole, deux femmes qui ne se connaissent pas, attendent un enfant.
	X : Le poids du bébé de Diane ;
	Y : Le poids du bébé de Carole.
k)	Diane et Carole, deux sœurs, attendent un enfant.
	X : Le poids du bébé de Diane 
	Y : Le poids du bébé de Carole.
l)	Au hasard, on choisit deux sœurs adultes ayant donné naissance à des bébés.
	X : Le poids du bébé de l'une d'elles ;
	Y : Le poids du bébé de l'autre.


m)	Lundi prochain, vous prendrez la pression artérielle de Pierre, un pensionnaire dans un foyer.
	X : Sa pression systolique 
	Y : Sa pression diastolique.
n)	Lundi prochain, vous prendrez la pression systolique de Pierre, un pensionnaire dans un foyer ; et vous recommencerez deux mois plus tard.
	X : La pression systolique de Pierre lundi prochain ;
	Y : La pression systolique de Pierre deux mois plus tard.
o)	Lundi prochain, vous choisirez au hasard un pensionnaire dans un foyer et prendrez sa pression systolique le jour même et une deuxième fois deux mois plus tard.
	X : La pression systolique lundi ;
	Y : La pression systolique deux mois plus tard.
p)	À partir d’une douzaine d’œufs, vous faites deux omelettes, l’une de 
4 œufs, l’autre de 8.
	X : Le poids de l’omelette de 4 œufs ;
	Y : Le poids de l’omelette de 8 œufs.
q)	Vous tirez au hasard et sans remise deux employés dans la liste des 20 employés de la compagnie XYZ.
	X : Le salaire du premier ;
	Y : Le montant d’impôts payés par le deuxième.
r)	On tire au hasard un échantillon de 5 boulons dans un lot, avec remise.
	X : Le nombre de boulons défectueux dans l’échantillon ;
	Y : Le nombre de boulons non défectueux dans l’échantillon.
s)	On tire avec remise 100 personnes dans une population.
	X : Le nombre de femmes dans l'échantillon ;
	Y : Le nombre d'hommes dans l'échantillon.
t)	On divise un quartier résidentiel en segments de rue de 500 mètres de longueur. Ensuite on tire au hasard un segment de rue.
	X : Le nombre de propriétés dans le segment de rue ;
	Y : La superficie moyenne des propriétés dans le segment de rue.
u)	On tire au hasard et avec remise deux ménages dans une population de 100 ménages.
	X : Revenu familial du premier ménage ;
	Y : La moyenne des revenus des deux ménages.
v)	Lundi prochain, vous noterez la température au centre-ville plusieurs fois pendant la journée.
	X : La température à 8h00 ;
	Y : La température à 10h00.
w)	On tire au hasard un quartier dans une ville, puis deux maisons, avec remise, dans le quartier sélectionné.
	X : 	La valeur de la première maison tirée ;
	Y : 	La valeur de la deuxième maison tirée.
3.25	Pour chacune des paires de variables aléatoires X et Y, dites si d'après vous X > Y ou si X < Y.
a)	X : 	La température le 1e janvier prochain à Montréal ;
	Y : 	La température le 1e janvier prochain à Nairobi.
b)	X : 	Le poids d'une personne choisie au hasard dans une école de garçons ;
	Y : 	Le poids d'une personne choisie au hasard dans une école mixte.
c)	X :	Le temps que vous mettez à vous rendre à l'université à pied ;
	Y :	Le temps que vous mettez à vous rendre à l'université en métro.
d)	X :	Le temps d'attente dans une file où il n'y a qu'une personne devant vous ;
	Y :	Le temps d'attente dans une file où il y a 2 personnes devant vous.
e)	X :	La proportion d'objets défectueux dans un échantillon de 10 objets tirés d'une certaine population ;
	Y :	La proportion d'objets défectueux dans un échantillon de 100 objets tirés de la même population.
f)	X :	Le nombre d'objets défectueux dans un échantillon de 10 objets tirés sans remise d'une certaine population ;
	Y :	Le nombre d'objets défectueux dans un échantillon de 10 objets tirés avec remise de la même population.
g)	X :	Le revenu moyen de 10 familles choisies au hasard dans une population ;
	Y :	Le revenu moyen de 100 familles choisies au hasard dans la même population.
h)	X :	Le Q.I. moyen de deux personnes choisies indépendamment dans une population ;
	Y :	Le Q.I. moyen de deux jumeaux identiques choisis dans une population de jumeaux.


i)	On mesure la longueur du fémur (F) et la longueur du tibia (T).
	X : F + T lorsque le fémur et le tibia appartiennent à la même personne ;
	Y : F + T lorsque le fémur et le tibia appartiennent à deux personnes.
j)	La quantité d'ingrédient actif d'une certaine pilule a un écart-type de 0,01 mg, quelle que soit la grosseur de la pilule.
	X : La quantité d'ingrédient actif dans une pilule de 10 mg ;
	Y : La quantité totale d'ingrédient actif dans deux pilules de 5 mg chacune.
k)	R1 et R2 sont les revenus de deux personnes tirées au hasard dans une grande population.
	X = R1 + R2 lorsque les deux personnes sont tirées au hasard dans la population entière.
	Y = R1 + R2 lorsque les deux personnes sont tirées au hasard dans un même quartier, ce quartier ayant été tiré préalablement au hasard (vous supposez que la population et les quartiers sont très grands).
ℓ)	R1 et R2 sont les poids de deux personnes.
	X = R1 + R2 lorsque les deux personnes sont tirées au hasard dans deux populations différentes.
	Y = R1 + R2 lorsque les deux personnes sont des jumeaux tirés d’une population de jumeaux.
m)	On tire sans remise un échantillon de 5 personnes dans une salle contenant N personnes dont une certaine proportion p sont des fumeurs
	X : Nombre de fumeurs dans l'échantillon lorsque N = 10.
	Y : Nombre de fumeurs dans l'échantillon lorsque N = 30.
n)	On tire sans remise un échantillon de n personnes dans une salle contenant 50 personnes dont une certaine proportion p sont des fumeurs
	X : Nombre de fumeurs dans l'échantillon lorsque n = 10.
	Y : Nombre de fumeurs dans l'échantillon lorsque n = 30.
3.26	Pour chacune des variables aléatoires X suivantes, déterminer σ2, la variance de X. 
a)	Soit J le poids d’un œuf tiré au hasard d'une population d'œufs Jumbo et E le poids d’un œuf tiré au hasard d'une population d'œufs Extra Gros. Supposons que J = 4 g et E = 3 g.
	X = Le poids total d’un paquet de 4 œufs Jumbo et 8 œufs extra gros.
b) 	Le poids des prunes d’un grand lot est une variable d’écart-type 0,4 g et leur prix est de 0,525 ¢/g.
	X = le prix d’un paquet de 12 prunes.
c)	On tire un cylindre dans une population de cylindres ; et un piston dans une population de pistons. Les diamètres des cylindres ont un écart-type de 0,2 mm et les diamètres des pistons ont un écart-type de 0,1 mm.
	X = la différence entre le diamètre du cylindre et celui du piston [Cylindre-piston].
3.27	Le prix X d'une action de A et le prix Y d'une action de B ont chacun la même espérance mathématique et la même variance. Les prix des deux actions sont des variables indépendantes. Montrez qu'il est plus risqué d'acheter 100 actions de A que d'acheter 50 actions de A et 50 de B (votre raisonnement doit être clair et quantitatif et votre notation bien définie).
3.28	Vous irez à la banque faire une visite dont la durée comprend un temps d'attente et un temps de transaction. Le temps d'attente a un écart-type de 3 minutes ; et le temps de transaction a un écart-type de 4 minutes. 
X = durée de la visite.
a)	Quelle est la variance de X ?
b)	Quelle supposition devez-vous faire pour justifier le calcul en a) ? Expliquez en vos propres mots.




3.29	Dans le cadre d'une étude sur l'efficacité d'une boisson énergisante, on fait composer un même test de calcul numérique à deux groupes. Le groupe expérimental, qui comprend 25 sujets, consomme un demi-litre de cette boisson avant le test. Le groupe témoin, de 36 sujets, ne reçoit aucune boisson énergisante. Le test d’aptitude numérique est standardisé : on sait que l’écart-type des résultats est  = 10, avec ou sans boisson. Soit le score moyen du groupe expérimental et le score moyen du groupe témoin. Déterminer Var(-).
3.30	Un examen d'informatique comprend 10 questions à choix multiples : 
5 réponses sont proposées pour chaque question. Une bonne réponse vaut 4 points, une réponse incorrecte vaut – 1 (on soustrait un point pour chaque réponse incorrecte). Un étudiant mal préparé répond aux 
10 questions au hasard. 
a)	Soit X1 la note de l'étudiant à la question 1 (donc 4 ou -1). Déterminer l'espérance et l’écart-type de X1.
b)	Soit X sa note à l'examen. Déterminer l'espérance et l’écart-type
de X.
3.31	Un professeur pose un examen où pour chaque question il offre 5 choix de réponse. Il décide d’accorder 3 points pour chaque bonne réponse, et de soustraire « A » points pour chaque réponse incorrecte. Quelle devrait être la valeur de A pour qu’un étudiant qui répond tout à fait au hasard ait, en moyenne, 0.
3.32	Les entreprises A et B sont seules à se partager un certain marché. Soit X et Y leur part du marché (en pourcentage) l’an prochain (où l’on suppose qu’aucun nouveau concurrent n’apparaîtra). 
a)	Déterminer Var(X + Y).
b)	Si Var(X) = 25, déterminer Var(Y).
c)	Si Var(X) = 25, déterminer Var(X – Y).
3.33	Deux entreprises, A et B participent à un même projet. Le revenu associé au projet est une variable aléatoire de moyenne 28 000 $ et d’écart-type 5 000 $. Ils s’entendent sur le partage : 70 % pour A et 30 % pour B. Soit X et Y les revenus de A et de B, respectivement. Déterminer 
a) Var(X)		b) Var(X + Y) 		c) Var(X - Y).
3.34	Deux frères, Albert et Bernard, viennent d'hériter conjointement deux propriétés, l'une de 120 K$, l'autre de 150 K$. Plutôt que de liquider les propriétés, les frères procèdent à un tirage au sort afin d’attribuer une propriété à chacun. Soit X la valeur de la propriété attribuée à Albert (qui peut valoir 120 ou 150) et Y la valeur de la propriété attribuée à Bernard (150 ou 120). Déterminer chacune des variances suivantes (maintenez l’unité au millier de dollars) :
a) Var(X)	b) Var(X - Y)	c) Var(X + Y)	d) Var(| X – Y |).
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