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Les variables aléatoires discutées au chapitre précédent sont dites discrètes ou discontinues du fait que dans ces cas-là on pouvait associer à chaque valeur x une probabilité p(x) = P(X = x). Cet outillage, axé sur la fonction de probabilité, se révèle inadéquat pour traiter une classe de variables aléatoires, les variables dites continues, qui prennent (théoriquement) une infinité de valeurs d’une densité telle qu'on ne peut les dénombrer. La longueur réelle X d’un boulon peut prendre la valeur X = 1 cm ; X = 1,1 cm ; ou n’importe quelle valeur entre ces deux, par exemple X = 1,046573 cm. Une fonction de probabilité p telle que p(x) > 0 pour toutes ces valeurs (et dont la somme est 1) est mathématiquement impossible. Il est donc nécessaire de délaisser la fonction de probabilité en faveur d’une autre approche, celle que nous présentons dans ce chapitre.

5.1	Fonction de densité
Le comportement d’une variable aléatoire continue X est normalement modélisé à l’aide d’une fonction f(x) appelée fonction de densité qui en un sens « remplace » la fonction de probabilité, bien que son rôle ne sooit pas exactement le même : contrairement à p(x), la fonction f(x) ne représente pas une probabilité. Elle permet, néanmoins, d’obtenir des probabilités, non pas la probabilité que X prenne telle ou telle valeur spécifique, mais la probabilité que sa valeur se situe dans un intervalle donné. Ainsi, on ne parlera pas de la probabilité P(X = x), mais plutôt de la probabilité P(a < X ≤ b), où a < b, et c’est la fonction de densité, représentée graphiquement par une courbe, qui permettra de l’évaluer (voir la figure 5.1) :
P(a < X  b) = Aire sous la courbe f(x) au-dessus de l’intervalle ]a ; b].
Figure 5.1 Fonction de densité
[image: ]
Remarque Dans un modèle continu, un point unique a toujours une probabilité nulle : P(X = x) = 0 pour tout x. Par conséquent, toute inégalité stricte peut être remplacée par une égalité non stricte, et inversement, sans que la probabilité ne change. Ainsi, si X est continue,
P(a < X < b) = P(a  X  b) = P(a < X  b) = P(a  X < b).
Le fait que P(X = x) = 0 pour tout x peut sembler paradoxal : comment interpréter une variable aléatoire dont toutes les valeurs sont impossibles ? En pratique, ceci ne cause pas de problème, car l’événement {X = x} n’est pas interprété littéralement. Si X représente le poids du prochain bébé qui naîtra à Montréal, sa valeur ne sera pas observée avec une précision infinitésimale. On la notera, disons, au gramme près. Lorsqu’on dit que X = 2 800 g, donc, ce qu’on dit, c’est que X est compris entre 2 799,5 g et 2 800,5 g, un intervalle auquel on peut bel et bien faire correspondre une probabilité.

Figure 5.2 Une fonction de densité est une limite d’histogrammes
Distribution des tailles d’une population d’adultes
	a) Tailles arrondies à l’entier le plus proche

	b) Tailles arrondies au demi-centimètre le plus proche


	c) Tailles arrondies au 5e de centimètre le plus proche

	d) Tailles arrondies au 10e de centimètre le plus proche



Comment déterminer f ?
Deux questions se posent naturellement : 1) Comment déterminer f ? et
2) Comment calculer l’aire sous la courbe f(x) ? La deuxième question est technique, nous l’aborderons plus bas. La première soulève le problème de modélisation auquel on a déjà fait face au chapitre précédent. Une variable aléatoire est définie dans un contexte donné. Dans la mesure où les conditions qui définissent le contexte sont clairement énoncées et avérées, une loi de probabilité — exprimée par une fonction de densité — peut être déterminée. Dans ce sens, les variables continues ne diffèrent pas des variables discrètes : différents contextes génèrent différentes lois, donc différentes fonctions de densité. Plusieurs lois continues ont été définies pour décrire divers phénomènes naturels et sociaux. Dans ce manuel, cependant, nous nous restreindrons à une seule de ces lois, incontestablement la plus importante, la loi normale ou loi de Laplace-Gauss. 
Remarque Relation entre une fonction de probabilité et une fonction de densité 
L’histogramme de la figure 5.2 a) présente la distribution des tailles (en centimètres) d’une population d’adultes. Les tailles sont arrondies à l’entier le plus proche ; il s’agit donc d’une variable discrète qui ne prend que des valeurs entières : 153, 154, 155, etc. (Les valeurs sont néanmoins réunies en groupes de 2 pour les besoins de la présentation par histogramme.)
Les probabilités sont proportionnelles aux hauteurs des rectangles. Mais puisque les bases sont toutes de même largeur, les probabilités sont également proportionnelles aux aires des rectangles. Nous préserverons cette propriété dans toute représentation par histogramme.
Dans la figure 5.2 b), les tailles sont arrondies au demi-centimètre le plus proche. Il s’agit donc d’une variable discrète encore, prenant les valeurs 153,5 ; 154,0 ; 154,5 ; etc. Cette fois-ci, la hauteur d’un rectangle représente la probabilité divisée par la largeur (0,5) de l’intervalle, de sorte que la hauteur représente la densité de probabilité et non la probabilité comme telle. Ici aussi, la probabilité d’une valeur est représentée par l’aire d’un rectangle, c’est-à-dire, par la densité multipliée par la base.
Dans les figures 5.2 c) et d), le processus se poursuit avec des intervalles de largeur 0,2 cm et 0,1 cm, respectivement. On conçoit bien qu’à la limite l’histogramme tend vers une courbe dans laquelle la probabilité d’un intervalle est donnée par l’aire de la surface sous la courbe au-dessus de l’intervalle.

5.2	La loi normale
Ce qu'on appelle loi normale est une famille de lois continues qui dépendent de deux paramètres, la moyenne  et la variance 2 (tout comme la loi binomiale, par exemple, dépend de deux paramètres, le nombre d'épreuves n et la probabilité de succès p). La notation X ~ N ( ; 2) signifie « X est de loi normale de moyenne  et de variance 2 ». La fonction de densité normale est cette célèbre « courbe en cloche » qui caractérise plusieurs distributions qu’on retrouve dans le monde physique et biologique. Chaque paire de valeurs ( ; 2) définit une courbe normale distincte. Le paramètre  — la moyenne — situe la courbe sur l’axe horizontal. C’est le point auquel la courbe atteint son maximum, là où se trouve l’axe de symétrie. Le paramètre  — l’écart-type — mesure la dispersion de la variable : plus  est grand, plus la courbe est évasée.
Nous discuterons plus loin la question de savoir dans quelles conditions une variable suit une loi normale. Pour l’instant, considérons une variable X dont on sait qu’elle est de loi normale, que sa moyenne est  et sa variance 2, et supposons qu’on veuille calculer la probabilité P(a < X  b), où a et b sont deux constantes, a < b. Il faut donc déterminer l’aire sous la courbe N ( ; 2) entre a et b. Comment ? Il n’existe malheureusement pas de « formule » pour le faire. 
Le calcul d’une telle aire ne peut se faire qu’à l’aide d’algorithmes numériques longs et complexes. Aujourd’hui, ces calculs ne posent pas de problème car plusieurs logiciels et certaines calculatrices peuvent les effectuer en une fraction de seconde. Malheureusement, ces procédures ne sont pas implantées dans toutes les calculatrices. En attendant qu’elles le soient (ou qu’un ordinateur portable soit à la portée de tous), nous devrons nous référer à des tables qui publient les résultats de ces calculs. La plupart des tables publiées, dont une version est présentée en annexe, se concentrent sur une loi normale particulière, la courbe N(0 ; 1), la normale de moyenne 0 et de variance (ou écart-type) 1, appelée normale centrée-réduite. La table en annexe donne l’aire sous la courbe à gauche d’un point z pour diverses valeurs z. 
Figure 5.3 Deux lois normales : N(100 ; 144) et N(110 ; 64)



Figure 5.4 Aire sous la courbe N(0 ; 1) donnée par la table : à gauche d’un point z


L’exemple suivant montre comment se servir de la table.

Exemple 5.1 Calcul des probabilités pour une normale centrée-réduite
Soit Z ~ N(0 ;1). Calculer 
a) P( Z  1,25) ;	b) P(Z > 1,25) ; 	c) P(Z  -1,32) ; 
d) P(1,15 < Z  2,11) ;	e) P(0 < Z  1) ;	f) P(-2< Z  1).

Exemple 5.1 (suite et fin) Calcul des probabilités pour une normale centrée-réduite
Solution 
a)	On trouve la probabilité voulue à l’intersection de la ligne 1,20 et de la colonne 0,05, soit P(X  1,25) = 0,8944 ;
b)	P(Z > 1,25) = 1 - P(Z  1,25) = 1 – 0,8944 = 0,1056 ; 
c)	On trouve la probabilité voulue à l’intersection de la ligne -1,30 et de la colonne 0,02, soit P(Z  ‑1,32) = 0,0934 ; 
d)	P(1,15 < Z  2,11) = P(Z  2,11) - P( Z  1,15) = 0,9826 - 0,8749 = 0,1077 ; 
e)	P(0 < Z  1) = P(Z  1)-P(Z  0) = 0,8413 - 0,5 = 0,3413 ; 
f)	P(-2< Z  1) = P(Z  1) - P( Z  -2) = 0,8413 - 0,0228 = 0,8185.

Loi normale de moyenne  et variance 2 
La loi normale centrée-réduite, de moyenne  = 0 et d’écart-type  = 1, est tellement particulière qu’elle ne se présente quasiment jamais telle quelle en pratique. Comment faire pour calculer P(a < X  b) lorsque X ~ N( ; 2), et  et 2 sont quelconque ? Heureusement, il n’est pas nécessaire de disposer d’une table pour chaque valeur des paramètres : la table de la loi centrée-réduite suffit. Pourquoi ? Parce que toute variable X de loi N(µ ; 2) peut être transformée en une variable de loi Z de loi N(0 ; 1). Cette transformation, analogue à ce que, en statistique descriptive, on appelle la « cote Z », est définie dans l'énoncé suivant :
Propriété Si X est normale, alors sa cote Z est de loi N(0 ; 1)
Si X ~ N(µ ; σ2) alors

Z =  ~ N(0 ; 1).
L’utilité de cette propriété est illustrée dans l’exemple suivant.
Exemple 5.2 Calcul des probabilités pour une normale quelconque
Les montants d'une certaine population de factures sont de moyenne µ = 200 $ et d'écart-type  = 80 $. Si ces montants sont de loi normale, déterminer la probabilité que le montant d'une facture tirée au hasard soit compris entre 40 $ et 280 $.
Solution Le problème est illustré à la figure 5.5. Si X est le montant de la facture, nous voulons calculer 
P(40 < X  280).

Exemple 5.2 (suite et fin) Calcul des probabilités pour une normale quelconque
Nous savons que X ~ N(200 ; 802), ce qui signifie que nous devons exprimer la question en termes d’une variable N(0 ; 1). On se rappelle qu’une cote Z 


est de moyenne 0 et de variance 1. Donc il faut trouver le moyen de ré-exprimer la question en termes de Z. Pour ce faire, il suffit de soustraire  de X et diviser la différence X- par 80. Et nous devons effectuer ces mêmes opérations à gauche et à droite de la chaîne 40 < X  280. Nous avons donc


Selon la table, P(-2< Z  1) = 0,8413 – 0,0228 = 0,8185.

Figure 5.5 Transformation d’une variable N(200 ; 802) en une N(0 ; 1)


Voici un énoncé formel des opérations effectuées à l’exemple 5.2. 
· Une variable X est de loi N( ; σ2) ; 
· Nous voulons calculer P(a < X  b), où a < b ;
· 
Selon le théorème énoncé ci-dessus, Z =  est de loi N(0 ; 1) ;
· Pour utiliser la table, on ré-exprime l’événement a < X  b en fonction 
de Z :
· 
a < X  b  ;
· 

Ainsi , où  ;
· La valeur de cette probabilité peut être lue directement dans une table. 
Fonction inverse
Généralement, on consulte la table pour obtenir une probabilité de la forme
P(Z  z). La question est donc : P(Z  z) = ?, où z, un point sur l’axe, est donné. Mais il arrive qu’on doive faire le chemin inverse, que la question soit plutôt 
P(Z  ?) = p, où c’est p, la surface à gauche d’un certain point, qui est donnée. Il faut alors consulter la table (la même) dans le sens inverse.
Exemple 5.3 Calcul inverse
Soit Z ~ N(0 ; 1). Quelle est la valeur z pour laquelle a) P(Z ≤ z) = 0,9744 ? b) P(Z ≤ z) = 0,80 ? c) P(Z ≤ z) = 0,95 ?
Solution a) Par bonheur, la probabilité p = 0,9744 se trouve dans la table, à l’intersection de la ligne 1,90 et de la colonne 0,05. Donc le nombre z qui satisfait P(X ≤ z) est 0,9744. b) Malheureusement, la probabilité 0,80 ne se trouve pas dans la table. Mais la probabilité la plus proche, soit 0,7995, est assez proche. Une bonne approximation de z est donc z = 0,84. c) La probabilité 0,95 ne se trouve pas non plus dans la table ; les deux valeurs les plus proches sont équidistantes de 0,95 : 0,9495 et 0,9505, correspondant aux valeurs 1,64 et 1,65, respectivement. On peut prendre l’une ou l’autre, mais leur moyenne, z = 1,645 est une plus proche approximation.


Exemple 5.4 Calcul inverse
Même contexte qu’à l’exemple 5.2. Soit x un montant tel que 90 % des factures ont une valeur inférieure ou égale à x. Que vaut x ?
Solution Le nombre x satisfait P(X ≤ x) = 0,90. Nous allons consulter la table pour trouver la valeur de x (voir la figure 5.6).
Mais X n’est pas une normale centrée réduite. Donc on transforme X en une variable Z ~ N(0 ; 1) :

P(X  x) = 0,90  


La surface sous la courbe N(0 ; 1) à gauche du point  est 0,90. On cherche, dans le corps de la table (et non dans les marges) la valeur la plus proche de 0,90, soit 0,8997. Le point à gauche duquel la surface est 0,8997 est 1,28. Nous avons donc  = 1,28, d’où x = 302,4. (Pour vérifier qu’il n’y a pas erreur, il suffit de calculer la probabilité P(X  302,4) pour s’assurer qu’elle est bien égale à 0,8997.)

Figure 5.6 Valeur x pour laquelle P(X ≤ x) = 0,9, X ~ N(200 ; 802)
[image: ]
Fonction linéaire d’une normale
La transformation qui permet de passer d’une normale quelconque à une normale centrée-réduite est un cas particulier d’une transformation plus générale définie ci-dessous :
Propriété Toute fonction affine d'une normale est normale
Soit X ~ N(µ ; σ2) et Y une variable aléatoire définie en fonction de X par 
Y = a + bX,
où a et b sont deux nombres constants. Alors 
Y ~ N(a + b ; b2σ2).

On a déjà traité, au chapitre 3, des transformations de ce genre. Le fait que la moyenne de Y = a + b X est a + bX et que sa variance est  n’est pas nouveau. Ce qui est nouveau dans l’énoncé ci-dessus, c’est que si X est de loi normale, alors Y = a + bX l’est aussi.
5.3	Approximation normale de la loi binomiale 
Une des raisons qui expliquent l’importance de la loi normale est le fait que plusieurs lois tendent à approcher la loi normale sous certaines conditions. La loi binomiale en est une : la figure 5.7 montre la distribution d’une variable de loi B(10 ; 0,4). Dans ce graphique, la probabilité P(X = x) est représentée par l’aire du rectangle posé sur la valeur x. Par exemple, la probabilité P(X = 7) est représentée par l’aire du rectangle posé sur l’intervalle entre 6,5 et 7,5. On voit bien que la forme générale de la loi B(10 ; 0,4) n’est pas très éloignée de la courbe superposée à l’histogramme. Il est donc clair que l’aire du rectangle, qui représente la probabilité P(X = 7) est proche de l’aire sous la courbe entre 6,5
et 7,5.
Figure 5.7 Loi B(10 ; 0,4) 




Deux questions se posent :
· Dans quelles conditions peut-t-on approcher une loi binomiale par une loi normale ?
· Quelle loi normale s’approche le plus de la loi binomiale ?
Dans quelles conditions peut-on approcher la loi binomiale par la loi normale ?
Il est évident que la loi normale ne peut pas toujours remplacer la loi binomiale, car cette dernière n’est pas en général symétrique, et peut même être très asymétrique.
La figure 5.8 montre des cas où l’approximation est bonne et d’autres où elle est mauvaise. Dans les graphiques A et B l’approximation n’est pas bonne parce que les valeurs de p sont extrêmes : l’une proche de 0, l’autre proche de 1. Dans les deux cas, la loi binomiale est fortement asymétrique et, comme on aurait pu le prévoir, l’approximation normale n’est pas satisfaisante. Dans les graphiques C et D, on voit que la situation s’améliore dans l’une ou l’autre des conditions suivantes : n est grand, ou p est proche de 0,5. Une façon d’exprimer simultanément ces deux conditions consiste à exiger que n soit grand et que np et nq (q = 1-p) ne soient pas trop petits. On se donne donc, par convention, les règles suivantes :

L’approximation de la loi binomiale par la loi normale est adéquate si
n  30, np > 5, et nq > 5.

Figure 5.8 Lois binomiales bien et mal approchées par des lois normales 
	A : Loi B(25 ; 0,1)


	B : B(25 ; 0,9)



	C : B(100 ; 0,1)


	D : B(25 ; 0,4)





Quelle loi normale ?
Supposons que les conditions qui permettent l’approximation normale sont vérifiées. La loi normale qui fournira généralement les meilleures approximations est celle dont la moyenne et la variance coïncident avec celles de la loi binomiale qu’on veut approcher. Nous savons que pour une loi B(n ; p), la moyenne et la variance sont données par

 = np, et σ2 = npq

et ce sont les paramètres de la loi normale qui servira à approcher la loi binomiale. Pour résumer :

Propriété Approximation normale de la loi binomiale
Soit X ~ B(n ; p) et supposons que n  30, np > 5, et nq > 5. 
Alors, 

X ~ N(np ; npq) , ou encore Z = ~ N(0 ; 1), approximativement.
Exemple 5.5 Approximation normale de la loi binomiale
Pour illustrer les calculs, nous considérons un cas où l’approximation n’est pas censée être fiable : X ~ B(8 ; 0,5). Calculer par la loi normale P(X  3).
Solution La probabilité qu’on doit calculer est présentée à la figure 5.9 A). Celle que nous calculerons comme approximation est illustrée à la figure
5.9 B). L'espérance de X est E(X) = np = 8(0,5) = 4 et sa variance est 2 = npq = 8(0,5)(0,5) = 2. Nous allons donc faire comme s’il s’agissait d’une variable X* ~ N(4 ; 2) et nous calculerons P(X*  3,5) (voir dans le graphique que la limite est bien 3,5 et non 3).

P(X*  3,5) =  = P(Z  -0,35) = 0,3632.
La probabilité exacte peut facilement être calculée ici : 


On voit donc que, même avec n = 8, l’approximation est excellente. Ceci est dû au fait que p = 0,5, la valeur de p la plus favorable à l’approximation normale. Normalement on devrait s’abstenir d’utiliser l’approximation normale avec n si petit.


	Figure 5.9 Calcul exact et calcul approximatif de la probabilité 
P(X  3) lorsque X ~ B(8 ; 0,5)

	(A)
Calcul exact
X ~ B(8 ; 0,5) : P(X  3) = 0,3633



	(B)
Calcul approximatif
X ~ B(8 ; 0,5) , X* ~ N(4 ; 2) :
P(X  3)  P(X*  3,5)  0,3632





Exemple 5.6 Approximation normale de la loi binomiale
Soit X ~ B(36 ; 0,4). Calculer par la loi normale 
a) P(12  X  16) ;	b) P(X < 13) ;	c) P(X = 10).
Solution L'espérance de X est E(X) = np = (36)(0,4) = 14,4 et sa variance est 2 = npq = 36(0,4)(0,6) = 8,64. Nous supposons donc que X *~ N(14,4 ; 8,64).


a)	Il faut approcher la surface des rectangles posés sur les valeurs 12, 13, 14, 15 et 16. Les bases de ces rectangles s’étalent de 11,5 à 16,5. 
Il faudra donc calculer P(11,5  X*  16,5), où X* ~ N(14,4 ; ). 
Donc 

b)	P(X* < 12,5) = P[Z < (12,5 - 14,4)/  = P(Z < -0,65) = 0,2578 ; 
c)	P(9,5 < X* <10,5) = P(-1,67 < Z < -1,33) = 0,0443. 
Par la loi binomiale, ces probabilités sont, respectivement, 0,6020 ; 0,2615 et 0,0455.

Remarque Il est évident que les règles conventionnelles que nous avons énoncées pour autoriser l’appel à l’approximation normale, soit « n > 30, np > 5, et nq > 5 », n’ont rien d’incontournable. Ces conditions ne sont ni toujours nécessaires, ni toujours suffisantes. Plusieurs facteurs entrent en ligne de compte, dont l’un certainement est la qualité de l’approximation exigée. On sait que l’approximation est d’autant meilleure que n est grand, et qu’elle est d’autant meilleure que p est proche de 1/2. Mais quand est-ce qu’elle est bonne ? Poser la question, c’est en inviter une autre : Qu’est-ce qu’on entend par bonne ? Quand est-ce que la réponse approximative est assez proche de la réponse exacte ? Les critères ne sont pas faciles à définir. On pourrait, par exemple, exiger que l’erreur d’approximation dans le calcul de la probabilité P(X  x) ne soit pas supérieure à, disons, 5 points de pourcentage. Mais cette règle ne peut pas être acceptable dans toutes les situations. Une erreur de 5 points de pourcentage est inacceptable quand la probabilité estimée est petite — par exemple, si P(X ≤ x) = 3 %. Ce qu’on doit retenir, en fin de compte, c’est que toute règle du genre ne peut servir que d’indice général. On ne peut ni cautionner tout calcul qui s’y conforme ni condamner tout calcul qui la viole. Les approximations seront généralement valables dans la mesure où l’on évite les cas extrêmes : une valeur de n trop petite, une valeur de p trop petite ou trop grande, une valeur de x trop petite. Une certaine expérience avec des données comme celles du tableau 5.1 peut donner une idée de ce quoi on peut s'attendre.


Tableau 5.1 Calcul de la probabilité P(X  x) lorsque X~B(20 ; 0,3)
	P(X  x)

	x
	Probabilité exacte
	Probabilité approximative
	Pourcentage d’erreur
	
	x
	Probabilité exacte
	Probabilité approximative
	Pourcentage d’erreur

	0
	0,0008
	0,0036
	356,23
	
	8
	0,8867
	0,8887
	0,23

	1
	0,0076
	0,0141
	84,02
	
	9
	0,9520
	0,9562
	0,43

	2
	0,0355
	0,0438
	23,54
	
	10
	0,9829
	0,9859
	0,31

	3
	0,1071
	0,1113
	3,89
	
	11
	0,9949
	0,9964
	0,15

	4
	0,2375
	0,2321
	-2,27
	
	12
	0,9987
	0,9992
	0,05

	5
	0,4164
	0,4036
	-3,06
	
	13
	0,9997
	0,9999
	0,01

	6
	0,6080
	0,5964
	-1,91
	
	14
	1,0000
	1,0000
	0,00

	7
	0,7723
	0,7679
	-0,57
	
	
	
	
	



5.4	Plusieurs normales indépendantes 
Une propriété importante de la loi normale est le fait qu’une somme ou une moyenne de variables aléatoires indépendantes, toutes de loi normale, est normale. Voici l’énoncé formel :
Propriété Somme de variables normales indépendantes
Si X1, X2, … , Xn sont des variables aléatoires indépendantes de loi normale, alors 


leur somme Y =  et leur moyenne  sont de loi normale.
Nous savons, par ailleurs, que l’espérance de Y est égale à la somme des espérances et (étant donné l’indépendance des variables X1, X2, … , Xn) la variance de Y est égale à la somme des variances :


 ; .
Par conséquent



.
Nous nous intéresserons particulièrement au cas où les moyennes sont toutes égales et les variances aussi. Nous avons alors le corollaire suivant :
Corollaire Somme de variables indépendantes de loi normale identique
Soit X1, X2, … , Xn des variables aléatoires indépendantes de loi normale de moyenne μ et de variance σ2. 


Alors leur somme Y =  et leur moyenne sont de loi normale,

Y ~ N(nμ ; nσ2) et ~ N(μ ; σ2/n).
Exemple 5.7 Distribution de moyennes, de sommes et de différences
Considérons deux très grandes populations de mangues de deux variétés différentes. Supposons que leur poids est de loi normale dont les paramètres sont les suivants :
Variété
Moyenne
Écart-type
Julie
μ1 = 352 g
σ1 = 40 g
Amélie
μ2 = 370 g
σ2 = 35 g
Dans les solutions qui suivent, nous supposons que les tirages de mangues dans les populations sont indépendants, ce qui est justifié lorsqu’il s’agit de grandes populations. On désignera par Z toute variable normale centrée-réduite.

Exemple 5.7 (suite et fin) Distribution de moyennes, de sommes et de différences
a)	Quelle est la probabilité que le poids total d’une douzaine de mangues « Julie » soit inférieure à 4 357 g ?
	Solution Le poids total de 12 mangues est une somme Y = X1+…+X12 de 12 variables aléatoires de loi N(352 ; 402). Donc Y ~N[12(352) ; 12(402)]. P(Y < 4357) = P(Z < 0,96) = 0,8315.
b)	Quelle est la probabilité que le poids moyen des mangues dans un sac de 16 mangues « Julie » soit inférieur à 364,5 g ? 



	Solution Le poids moyen est  = (X1+…+X16)/16. ~N[352 ; 402/16] et P = P(Z < 1,25) = 0,8944.
c)	Si on tire deux « Julie » au hasard, quelle est la probabilité que la première pèse plus de 100 g de plus que la deuxième ?
	Solution Soit X1 le poids de la première mangue et X2 le poids de la deuxième. Nous cherchons P(Y > 100) où Y = X1-X2 ~N[0 ; 402+402].
P(Y > 100) = P(Z > 1,77) = 0,0384.
d)	Quelle est la probabilité que la différence de poids entre deux mangues « Julie » soit supérieure à 120 g ?
	Solution Soit X1 le poids de la première mangue et X2 le poids de la deuxième. Nous cherchons P(|Y| > 120) où Y = X1-X2 ~N[0 ; 402+402]. P(|Y| > 120) = 2 P(Y > 120) = 2P(Z > 2,12) = 0,034.
e)	Quelle est la probabilité que le poids total de 5 « Julie » soit supérieur au poids total de 4 « Amélie » ?
	Solution Soit X1+…+X5 le poids total des 5 « Julie », Y1+…+Y4 celui des
4 « Amélie », et W = (X1+…+X5)-(Y1+…+Y4). W ~ N[5(352)-4(370) ; 5(402)+4(35)2]. La probabilité demandée est P(W > 0) = P(Z > -2,47) = 0,9932.


Exemple 5.8 Distribution de la moyenne d’un échantillon
On prélève un échantillon de n = 15 factures d'une très grande population de moyenne µ = 300  $ et d’écart-type  = 60    $. Quelle est la probabilité que la valeur moyenne de l'échantillon soit comprise entre 290 $ et 310 $ (en d'autres termes, que la moyenne de l'échantillon se situe à 10    $ ou moins de la moyenne de la population) ? On suppose que la population est normale.
Solution Supposer que la population est très grande et qu’elle est normale, c'est dire que les valeurs observées X1, ..., X15 sont indépendantes et de loi normale.

Exemple 5.8(suite et fin) Distribution de la moyenne d’un échantillon
Leur moyenne est donc d'espérance = 300 et d'écart-type




 = =  =  = 15,49.

Alors 

Le théorème limite central


L’exemple 5.8 illustre un problème d'échantillonnage classique, une application très répandue dans plusieurs domaines. Or le théorème invoqué pour le résoudre, selon lequel la moyenne =  d’un échantillon est de loi normale, a une portée limitée du fait qu’il suppose la normalité des variables X1, X2, … , Xn. Cette hypothèse est rarement vérifiée en pratique. Ce qu’elle signifie, dans l’exemple 5.8, où l’on parle des montants d’une population de factures, c’est que l’histogramme des montants des factures de la population entière a la forme en cloche d’une loi normale. C’est loin d'être toujours le cas, et dans le domaine financier en particulier, ça ne l'est presque jamais. Les distributions y sont généralement fortement asymétriques : des petits montants très nombreux, et un nombre décroissant de montants de plus en plus élevés. 

Malgré tout cela, il se trouve, heureusement, que la solution proposée à l’exemple 5.8 est quand même adéquate, dans le sens que la réponse obtenue ne s’éloigne probablement pas trop de la réponse exacte. Ce qui justifie cette assertion, c’est un remarquable théorème appelé théorème limite central, qui dit à peu près ceci : si n est assez grand, la variable est à peu près de loi normale, même si la population n’est pas normale. Voici l’énoncé :
Propriété Théorème limite central
Soit X1, X2, … , Xn des variables aléatoires indépendantes de moyenne μ et de variance σ2. 
Alors, si n est assez grand, 


leur somme Y =  et leur moyenne 
sont à peu près de loi normale,

Y ~ N(nμ ; nσ2) et ~N(μ ; σ2/n).

Donc lorsque n est assez grand on peut supposer la normalité (approximative) de sans croire à celle de la population. Ici encore, nous avons une condition du genre « n assez grand » sans pouvoir préciser clairement ce qu’on entend par « assez grand ». La difficulté vient en partie du fait que la taille nécessaire dépend de la forme de la population. On sait que si la population est en fait normale, il n'est pas nécessaire que n soit grand : un échantillon de taille n = 1 suffit. Si la population est « à peu près » normale, un échantillon assez petit suffira. Si ces règles sont floues, c'est qu'avant d'affirmer qu'une taille n « suffit » ou pas il faut non seulement préciser à quel point la population s'éloigne d'une normale, mais il faut aussi pouvoir quantifier l'erreur d'approximation. 



Le tout est d'une complexité telle qu'il est impossible d'établir un lien mathématique entre le « degré de non normalité » de la population et la valeur de n qui assure une précision donnée. Par habitude, on exige que n soit supérieur ou égal à 30. Cette règle est raisonnable dans la mesure où les populations auxquelles on a affaire normalement ne sont pas trop asymétriques et  est à peu près normale si  L’approximation par la loi normale d’une probabilité du genre  se révélera alors adéquate. Mais cette assurance ne peut découler d’un théorème mathématique : c’est par des observations empiriques qu’on le constate.
Estimation empirique d’une probabilité et simulation
Une façon d’estimer la probabilité d’un événement aléatoire consiste à répéter l’expérience un grand nombre de fois et à déterminer la fréquence à laquelle l’événement en question se produit. Par exemple, si X est le résultat du lancer d’un dé (nombre de points sur la surface exposée), alors on tient pour acquis que P(X = 1) = 1/6, ce qui correspond à l’hypothèse que le dé est équilibré. Mais supposons que le dé est difforme. Comment déterminer la probabilité que X soit égale à 1 ? On ne peut procéder que de façon empirique : on lance le dé des milliers de fois pour voir à quelle fréquence l’événement {X = 1} se produit. Si on lance le dé 10 000 fois et que l'on observe le résultat {X = 1} 1 700 fois, alors on estime que P(X =1) = 0,17.


Est-ce qu’on peut calculer une probabilité du genre  de cette manière ? Théoriquement oui : On tire un échantillon de taille n 10 000 fois, et on compte le nombre de fois où. Ce qui est bien sûr hors de question : si on a les moyens de tirer 10 000 échantillons de taille n, on a les moyens de tirer la population entière ! 



Mais la technique est néanmoins utile dans le cadre d’une recherche théorique sur la qualité des approximations normales. Il faut pour cela se donner quelques populations, de différents degrés d’asymétrie et d’y tirer des échantillons. On estimerait alors la probabilité  par la proportion des fois où  se trouve inférieure ou égale à y. Évidemment, le tirage de 10 000 échantillons ne se fera pas physiquement : il sera simulé par ordinateur. On aura ainsi une bonne estimation (d’autant meilleure que le nombre de répétitions est grand) de la probabilité . On compare cette probabilité à celle calculée par la loi normale pour savoir dans quelle mesure cette dernière est adéquate. 
■Exemple 5.9 Une simulation
Considérons une population de factures dont les montants sont distribués de la façon suivante :












La moyenne est μ = 247,895 et l’écart-type est σ = 109,273. Quelle est la probabilité que ≤ 270 lorsque est la moyenne d’un échantillon de taille n = 10 ? On sait que l’espérance de  est  = μ = 247,895 et que l’écart-type est  =  = 34,56. Si on se fie au théorème limite central, est à peu près de loi normale. On trouve, sous cette hypothèse,  = 0,7388. Afin d’évaluer la qualité de cette approximation, nous avons simulé le tirage d’un échantillon de taille n = 10 dix mille fois, et avons compté le nombre de fois où l’événement {≤ 270} s’est produit. Résultat : 7 615 fois. Nous estimons donc — avec confiance, étant donné le grand nombre d’essais — que  = 0,7615. La probabilité approximative de 0,7388 calculée par la loi normale est donc en erreur de 2,27 points de pourcentage, une erreur relative d’environ 3 %. Le tableau suivant évalue, pour plusieurs valeurs de y, la qualité de l’approximation normale de  Nous comparons l’approximation à la probabilité estimée par simulation :

y
255
270
285
300
315
330


Estimée par simulation
0,609
0,762
0,869
0,935
0,971
0,988

Approchée par la loi normale
0,581
0,739
0,859
0,934
0,974
0,991

Pourcentage d’erreur
-4,5
-3,0
-1,2
-0,1
0,3
0,3


Les erreurs ne sont pas très importantes, et on en conclut que l’approximation normale est adéquate, c’est-à-dire, que la distribution de est effectivement de loi presque normale. Le graphique suivant, qui présente la distribution des 10 000 valeurs de, le confirme :


Exemple 5.9 (suite et fin) Une simulation


Mise en garde La probabilité approximative  0,7388 a été ici comparée à la « vraie » probabilité  = 0,7615 déterminée par simulation. Or cette « vraie » probabilité de 0,7615 n’est pas réellement vraie : c’est elle-même une estimation. Une estimation assurément fiable, compte tenu du grand nombre d’épreuves, mais sujette quand même à erreur. La marge d’erreur peut être calculée (nous montrerons comment au chapitre 7) : elle est de 0,85 %.

5.5	Quelques distributions naturelles
Nous avons justifié (par le théorème limite central) l’emploi de la loi normale pour des moyennes de variables indépendantes — des moyennes qu’on calcule régulièrement dans le cadre d’un sondage. Il suffit donc que nos échantillons ne soient pas trop petits pour n’avoir pas trop d’alarme concernant la normalité ou non de la population. Il reste que la question de savoir quelles variables sont naturellement normales est théoriquement intéressante. Quelles sont les variables, observées dans la nature, dont on peut prévoir qu’elles sont de loi normale ? Nous verrons quelques exemples desquels on pourra tirer certaines leçons. Essentiellement, on peut prévoir qu’une variable est de loi normale si elle est l’effet d’une multitude de facteurs indépendants, et si aucun de ces facteurs ne prédomine. Ainsi donc, il n'est pas surprenant de constater que les tailles des personnes d’une population homogène sont distribuées normalement parce que les tailles sont déterminées par un grand nombre de facteurs environnementaux et génétiques. Si la population n’est pas homogène — si elle comprend des femmes et des hommes, des adultes et des enfants, des personnes de races différentes — alors on ne peut pas compter sur une distribution normale. Nous verrons, et c’est une conséquence de ces considérations, que les variables observées directement dans la nature — physique ou biologique — sont normales (ou à peu près) alors que celles issues d’un contexte social ne le sont presque jamais. Voici donc un certain nombre d’exemples.
Exemple 5.10 Tour de poitrine de 5 738 soldats écossais du XIXe siècle
On le voit ici comme dans beaucoup de mesures anthropométriques, la loi normale semble bien s’ajuster aux données.

Données de A. Quetelet, dans « Lettres S.A.R. le Duc Régnant de Saxe-Cobourg et Gotha, sur la Théorie des Probabilités, Appliquée aux Sciences Morales et Politiques. » (Bruxelles : M. Hayes, 1846) p. 400. Source : Velleman, P. F. and Hoaglin, D. C. (1981). Applications, Basics, and Computing of Exploratory Data Analysis. Belmont. CA : Wad sworth, Inc. 
Données disponible dans http ://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/ChestsizesofMilitiamen.html.

Exemple 5.11 Tailles (en pouces) de 25 000 enfants de Hong Kong
Bien que, généralement, la distribution des tailles des personnes soit à peu près normale, on ne devrait pas s’y attendre ici, car la population est plutôt hétérogène : elle comprend des enfants des deux sexes et d’âges différents. Malgré cela, la distribution empirique ne s’éloigne pas trop d’une distribution normale.

Obtenues lors d’une étude menée en 1993 auprès des maternelles, écoles et centres de santé. 
Données disponibles dans http ://wiki.stat.ucla.edu/socr/index.php/SOCR_Data_Dinov_020108_HeightsWeights.


Exemple 5.12 Poids (en livres) des enfants de la population présentée au dernier exemple. Ici aussi l’hypothèse de normalité semble être vérifiée. 



Exemple 5.13 Distribution de la pointure des chaussures au Brésil 
La pointure des chaussures est une variable carrément discrète, mais chacune de ses valeurs correspond à un intervalle de longueurs de pied. La longueur du pied est une variable continue, dite « latente », qui, elle, pourrait bien être normale. Dans ce cas, la distribution ci-dessous serait équivalente au regroupement de valeurs auquel on recourt normalement pour construire un histogramme.

Exemple 5.13 (suite et fin) 

Or la normalité n’est pas évidente ici. Il semblerait même que la distribution soit bimodale (deux sommets). Est-ce dû au fait que l’échantillon comprend des hommes et des femmes ? C’est possible ; donc on considère séparément la distribution pour les femmes et pour les hommes. On constate en effet que les deux distributions sont unimodales, mais elles sont plutôt asymétriques. La distribution pour les hommes, en particulier, surprend un peu par la grande fréquence des hautes pointures.
Femmes

Hommes

Étude effectuée auprès de 5312 Brésiliens en 2004. http ://www.zonalatina.com/Zldata377.htm

Exemple 5.14 Force de rupture d’un échantillon de fils
On s’attendrait ici à une distribution normale, car les mesures issues d’un processus de fabrication le sont souvent. Ce qu’on observe plutôt, c’est une distribution relativement asymétrique, due à quelques données extrêmes qui pourraient être le fait d’un événement épisodique. La présomption de normalité est assez ferme pour faire soupçonner que ces cas extrêmes sont symptomatiques d’un problème technique.

[DASL : http ://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/distribution.html ;  
Source : A.J. Duncan, Quality Control and Industrial Statistics, 4th Ed., Richard D. Irwin, 1974, p. 67]

Exemple 5.15 Revenus des Québécois en 2007 
C’était prévisible : les choses se gâtent dès qu’on sort du domaine physique ou biologique. La distribution des revenus ci-dessous est typique : forte concentration à gauche, décroissance de la fréquence sur un long intervalle à droite. C’est caractéristique des distributions de revenus.

Source : L'Institut de la statistique du Québec 


Exemple 5.16 Distribution du nombre d’employés dans les PME du Québec
Cette distribution bimodale est probablement le fait de la diversité des types d’entreprise, certaines catégories d’entreprises ayant typiquement plus d’employés que d’autres.

http ://www.lesaffaires.com/classements/500-quebec-2010

Exemple 5.17 Distribution des revenus des PME du Québec (en milliers de dollars)
On pouvait prévoir l’asymétrie de cette distribution, bien que le grand nombre de PME avec des revenus très faibles surprend un peu. En particulier quand on voit (dans l’exemple 5.16) que la plupart d’entre elles ont 40 employés ou plus.

http ://www.lesaffaires.com/classements/500-quebec-2010


Exemple 5.18 Âge des Québécois en 2007 
C’est une distribution très irrégulière, conséquence de facteurs historiques trop complexes pour être aisément modélisés. 

Source : Cansim

Commandes Excel
Deux commandes Excel remplacent avantageusement les tables. 
Calcul d’une probabilité
Si X ~ N( ; 2) la probabilité P(X ≤ x) est donnée par la commande 
=LOI.NORMALE(x ;μ ;σ ;1).
Le dernier paramètre, « 1 », indique que c’est la probabilité cumulative et non la valeur de la fonction de densité qui est demandée. 
Par exemple, si X ~ N(20 ; 16), la probabilité P(X ≤ 28) est donnée par
=LOI.NORMALE(28 ;20 ;4 ;1).
On obtient la réponse 0,97724987.
Fonction inverse
Si X ~ N( ; 2) on peut déterminer, pour une valeur donnée p entre 0 et 1, la valeur a telle que
P(X ≤ a) = p.
La commande est 
=LOI.NORMALE.INVERSE(p ;μ ;σ).
Par exemple, la valeur de a qui satisfait P(X ≤ a) = 0,95 lorsque X ~ N(20 ; 16) est donnée par
=LOI.NORMALE.INVERSE(0,95 ;20 ;4).
On obtient la réponse : 26,5794145.
5.6	Résumé

1.	Soit X ~ N(µ ;2) et Y une variable aléatoire définie en fonction de X par Y = aX +b, où a et b deux nombres constants. Alors Y ~ N(a+b ; a22).
En particulier, Z = ~ N(0 ; 1), d'où 


P(a < X  b) , où Z =  ~ N(0 ; 1).

[bookmark: _GoBack]2.	Soit X ~ B(n ; p). Si n  30, np > 5, nq > 5. Alors, X ~ N(np ; npq), ou encore Z =  ~ N(0 ; 1) approximativement.
3.	Une somme, une moyenne ou une différence de variables aléatoires normales indépendantes suit une loi normale.
4.	Théorème limite central Une somme ou une moyenne de n variables aléatoires indépendantes de même loi suit une loi à peu près normale si
n est assez grand.
5.7	Exercices
5.1	Sachant que Z suit une loi N(0 ; 1), calculer chacune des probabilités suivantes.
a) P(Z  -1,22)		b) P(Z > 2,34)	c) P(1  Z  1,5)
d) P(-2,17  Z  0,45)	e) P(|Z|  1,96)	f) P(|Z| > 1,25).
5.2	Sachant que X suit une loi N(100 ; 256), calculer chacune des probabilités suivantes.
a) P(100  X  150)	b) P(X  92)	c) P(|X-100|  8)
d) P(52 < X  148)	e) P(76  X  92)	f) P(|X-100| > 8).
5.3	Soit Z ~ N(0 ;1). Déterminer la valeur de a telle que
a) P(Z > a) = 0,1056	b) P(0 < Z < a) = 0,3554	c) P(Z < a) = 0,7734
d) P(Z < a) = 0,0188	e) P(|Z| < a) = 0,8836	f) P(|Z| > a) = 0,3422.
5.4	Soit X ~ N(32 ; 81). Déterminer la valeur de a telle que
a) P(X > a) = 0,1056	b) P(32 < X < a) = 0,3554	c) P(X < a) = 0,7734
d) P(X < a) = 0,0188	e) P(|X-32| < a) = 0,8836
f) P(|X-32| > a) = 0,3422.
5.5	Supposons que la taille des hommes d'une population est distribuée normalement de moyenne µ = 70 pouces et d'écart-type  = 10 pouces Quelle devrait être la longueur d'un matelas pour qu'il puisse accommoder 99 % des hommes de la population ?
5.6	Lorsqu'une machine est réglée pour mettre µ grammes de petits pois dans des boîtes de conserve, elle n'en met pas exactement µ grammes. Le poids réel du contenu varie selon une loi normale de moyenne µ et d'écart-type  grammes. Si  = 4, à quelle valeur doit-on régler µ pour que 1 % seulement des boîtes contiennent moins de 300 grammes ?
5.7	Soit X ~ B(140 ; 0,4). Calculer par approximation normale :
a) P(X  60)	b) P(50  X  65)
c) P(X  70)	d) P(X > 50).
5.8	Soit X~ B(60 ; 0,2). Calculer par approximation normale :
a) P(9  X  15)	b) P(X  8)
c) P(X > 20)	d) P(X  4).
5.9	Un acheteur de pièces de manufacture et son fournisseur sont d'accord pour déclarer « acceptable » un lot dont la proportion réelle de pièces défectueuses est de 5 % ou moins. Les deux parties s'entendent pour que, à chaque livraison, on effectue une inspection selon le plan suivant : l'acheteur prélève 120 pièces au hasard et rejette le lot si 12 pièces ou plus dans l'échantillon sont défectueuses. Utilisez l’approximation normale pour effectuer les calculs demandés ci-dessous. 
a)	Avec le plan d'inspection proposé, quelle est la probabilité que le lot soit rejeté alors qu'il est juste acceptable (c'est-à-dire, si le pourcentage réel de pièces défectueuses est de 5 %) ?
b)	Avec le plan d'inspection proposé, quelle est la probabilité que le lot soit rejeté alors qu'il est mieux qu'acceptable, c'est-à-dire, si le pourcentage réel de pièces défectueuses est 4 % ?
c)	Supposons qu'on trouve 14 pièces défectueuses parmi les 120 inspectées, et que le fournisseur maintient quand même que le lot est acceptable, attribuant au hasard le fait que l'échantillon contient un grand nombre de pièces défectueuses. Expliquer clairement pourquoi on n'accepte pas cette argumentation.
d)	Selon le plan proposé, on rejette le lot si le nombre de pièces défectueuses dans l'échantillon est supérieur ou égal à 12. Modifier ce critère de façon que la probabilité de rejeter le lot alors qu'il est juste acceptable (proportion de pièces défectueuses de 5 %) soit inférieure à 0,5 %. 
5.10	Dans une fabrique où l’on utilise 2 000 ampoules électriques identiques, on trouve plus économique de changer toutes les ampoules en même temps, soit à chaque h heures. Supposons que ces ampoules ont une durée aléatoire de loi normale avec  = 1 000 heures et  = 60 heures. 
a)	Quelle doit être la valeur de h s’il faut que la probabilité qu’une ampoule donnée brûle entre deux remplacements ne soit que de 2 % ?
b)	Si on remplace les 2 000 ampoules à la fréquence calculée en a), combien, en moyenne, va-t-on changer d’ampoules non brûlées ?
c)	Si on remplace les 2 000 ampoules à la fréquence calculée en a), quelle est la probabilité qu’au moment d’un remplacement on trouve plus de 45 ampoules brûlées.
d)	Supposons que parmi les 2 000 ampoules il y en a 20 qui sont particulièrement importantes et idéalement aucune ne doit brûler. Quelle doit être la valeur de h s’il faut que la probabilité qu’aucune de ces 20 ne brûle entre deux remplacements soit de 90 % ?
5.11	Une distributrice à café est réglée de façon à verser  ml de café dans chaque tasse. En fait, la quantité versée est variable. Elle suit une loi normale de moyenne  et d’écart-type  = 15 ml. Supposons qu’on fixe  = 177 ml.
a)	Quel pourcentage des tasses contiendra entre 163 ml et 192 ml de café ?
b)	Le café déborde lorsque le montant versé est supérieur à 200 ml. Avec quelle fréquence cet événement se produira-t-il ?
c)	Quelle est la probabilité que la quantité versée dans une tasse s’écarte de la moyenne fixée (177 ml) de plus de 5 ml ?
d)	Dix pour cent des tasses auront une quantité de café inférieure à
x ml. Quelle est la valeur de x ?
e)	Dix pour cent des tasses auront une quantité de café s’écartant de la moyenne fixée de plus de d ml. Quelle est la valeur de d ?
f)	Supposons qu’on ne voudrait pas que le café déborde plus de 1 % des fois. À quoi doit-on fixer  ?
g)	Supposons qu’il soit possible de contrôler  aussi bien que . Déterminer  et  de telle sorte que la probabilité que la tasse déborde soit de 1 % ; et la probabilité que la tasse contienne moins de 150 ml soit de 1 %.
5.12	Un fabricant de chemises prélève un échantillon de 500 adultes de sexe masculin afin de déterminer la distribution des longueurs de manche d’une production projetée de 10 000 chemises. Dans le tableau suivant, on présente la distribution des longueurs de bras ainsi que la longueur de manche correspondante. 
	Longueur du bras (cm)
	Longueur de la manche (cm)
	Effectif échantillonnal
	Nombre sur 10 000 chemises

	67 - 71
	69
	5
	100

	71 - 75
	73
	73
	1 460

	75 - 79
	77
	238
	4 760

	79 - 83
	81
	164
	3 280

	83 - 87
	85
	20
	400

	87 - 91
	89
	0
	0

	
	
	500
	10 000


	On pourrait utiliser la dernière colonne pour estimer le nombre de chemises à produire pour chaque longueur de manche. Une autre façon de faire consiste à utiliser l’échantillon pour estimer la moyenne et l’écart-type des longueurs de manche, et à estimer la fréquence de chaque longueur en supposant que la population est normale. Utilisez cette technique pour estimer le nombre de chemises à produire de chaque taille.
5.13	Le tableau suivant présente la distribution du nombre X de réfrigérateurs vendus en une semaine dans un magasin d’appareils électroménagers. 
	x
	0
	1
	2
	3
	4
	Total

	p(x)
	0,25
	0,30
	0,25
	0,15
	0,05
	1


a)	Déterminez l’espérance mathématique  et l’écart-type  de X.


b)	Déterminez  et .
c)	Si vous aviez fait la supposition que X ~ N( ; 2), avec pour valeurs de  et de  celles que vous avez calculées en a), quelles probabilités auriez-vous trouvées en b) ?
5.14	Au numéro précédent, posons Y = valeur totale des réfrigérateurs vendus. Déterminez E(Y) et Var(Y) et Y, sachant que chaque réfrigérateur vaut 1 200 $.


5.15	Supposons que le Q. I. moyen de 10 personnes choisies au hasard d'une population normale d'écart-type   10 est   110. Calculer P(≥ 110) et dites si la moyenne observée de 110 est trop grande pour qu'on puisse accepter l'hypothèse que la moyenne de la population vaut 100.
5.16	Un terrain est découpé en 10 lots identiques. Sans engrais, la production de céréales, en tonnes, pour chaque lot, suit une loi N(6 ; 1). En utilisant un certain engrais, la production d'un lot sera de loi N (6,3 ; 1). Parmi les
10 lots, 6 sont semés sans engrais et 4 reçoivent de l'engrais. Quelle est la probabilité que les 6 lots sans engrais produisent, en moyenne, plus de céréales que les 4 lots avec engrais ?


5.17	Soit  le Q.I. moyen de 10 personnes choisies au hasard d'une population normale de variance 100 ; soitle Q.I. moyen de 15 personnes choisies au hasard d'une population normale de variance 121.


a)	Supposons que les deux populations sont de mêmes moyennes. Quelle est la distribution de -  ?


b)	Supposons qu'on observe  -  = 20. Cet écart est-il trop grand pour qu'on trouve acceptable l'hypothèse que les deux populations sont de mêmes moyennes ?
5.18	On suppose que le poids (en kg) des adultes se distribue avec une moyenne de 64 et un écart-type de 12. Dans un ascenseur, une plaque indique « Capacité maximale : 12 personnes ou 1 000 kg ». Si 14 personnes s'entassent dans l'ascenseur, quelle est la probabilité que leur poids total dépasse 1 000 kg ?
5.19	Un cultivateur sème des graines de haricot par rangs de 100 graines. On suppose que 80 % des graines germeront.
a)	Quel est le nombre moyen de plants obtenu par rang ?
b)	Quelle est la variance du nombre de plants obtenu par rang ?
c)	Quelle est la probabilité qu'un certain rang contienne moins de
70 plants ?
d)	Le cultivateur a semé 20 000 rangs de haricots. Combien de ces rangs devraient normalement contenir moins de 70 plants ?
e)	Quelle est la probabilité que plus de 100 rangs contiennent moins de 70 plants ?
5.20	L'épaisseur des pièces de 25 ¢ est une variable de moyenne 1,625 mm et d'écart-type 0,16 mm. Une succursale de banque qui reçoit régulièrement des dépôts sous forme de rouleaux de 40 pièces de 25 ¢ mesure la longueur de chaque rouleau déposé et rejette les rouleaux de moins de
64 mm de longueur. Quelle est la probabilité de rejeter un rouleau de
40 pièces ?
5.21	Sachant que 20 % de la population étudiante sont gauchers, une administration universitaire meuble son nouvel amphithéâtre de
60 pupitres pour gauchers et 240 pupitres pour droitiers. Quelle est la probabilité que lorsque 250 étudiants entrent dans l'amphithéâtre il n'y ait pas assez de places pour tous les gauchers ?
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