 

L’activité statistique comprend deux aspects complémentaires : la statistique descriptive, partie indispensable de tout projet d’analyse de données; et l’inférence statistique, une étape qui suit souvent —mais pas toujours — l’analyse descriptive. Un sondage, une enquête, une recherche scientifique donnent lieu à des données si massives qu’on ne peut les déchiffrer qu'après les avoir réduites à des dimensions compréhensibles. Supposons, par exemple, que l’administrateur d’une petite municipalité rassemble des données recueillies auprès de 5 000 ménages de la ville — des données sur le nombre de personnes qui y vivent, ou le nombre d’enfants, ou la consommation d'eau. Le résultat est un indigestible tableau de 5 000 lignes et autant de colonnes que de questions posées. Les techniques qui permettent de donner un sens à ces données — les tableaux, les graphiques, ainsi que les « mesures statistiques » telles les moyennes et les ratios — font partie de la statistique descriptive.
Si la ville ne comprend que ces 5 000 ménages, alors l’étude est un recensement, et les 5 000 ménages constituent ce qu’on appelle une population : c’est la totalité des objets d’intérêt. 
Dans ce cas les analyses descriptives suffisent. Mais un recensement est très couteux. À l'échelle d'un pays ou d'une compagnie multinationale, c'est un projet colossal. À l'échelle d'une PME aussi, toute proportion gardée.
Il est donc généralement nécessaire de se limiter à une partie de la population, un échantillon. Les données qu'on en tire seront quand même soumises à une analyse descriptive : qu’il s’agisse d’un échantillon ou d’une population, il faut que les données soient résumées. Mais l’étude ne peut s’arrêter là, car son objet, c’est la population, pas l’échantillon. L’échantillon n’est qu’une image de la population, une image qu’on souhaite fidèle, qui peut ressembler à la population, mais qui n’est jamais parfaite. Il révèle — à peu près — certaines des caractéristiques de la population, mais il peut aussi « révéler » des choses qui ne sont pas vraies. Il peut présenter des familles plus nombreuses dans le secteur Sud que dans le secteur Nord, sans que cela soit le cas dans la population. Dans quelle mesure peut-on se fier aux observations faites sur un échantillon et déduire qu’elles sont également vraies (ou à peu près vraies) de la population ? C’est à ces questions que doivent répondre les techniques d’inférence statistique. 
Des questions que nous n’aborderons formellement qu’au chapitre 6, lequel sera précédé de trois chapitres dans lesquels nous développerons les éléments de la théorie des probabilités, base théorique de l’inférence statistique. Dans le présent chapitre, cependant, et dans le suivant, nous nous concentrons sur la statistique descriptive et donc nous n’y ferons pas la distinction — très importante, par ailleurs — entre population et échantillon. 


1.1	Introduction : variables et distributions
Pour commencer, un peu de vocabulaire. Le tableau A.01 en annexe (dont une partie est reproduite ci-dessous) présente une série de données concernant des professeurs d’université. L’ensemble des professeurs constitue la population. Les membres d’une population sont appelés des unités statistiques, ou simplement des unités. Chaque ligne du tableau représente une unité, identifiée par un numéro (qui peut aussi être un nom) dans la première colonne. Chaque colonne représente une variable, et les nombres ou lettres qui y figurent sont les valeurs, ou modalités de la variable. La variable « Sexe », par exemple, a pour modalités les lettres F et M ; les valeurs de la variable « Date d’entrée » sont des entiers de 1980 à 2012. Les valeurs de la variable « Département » sont les noms des différents départements de l’université.
Extrait du tableau A.01 - Quelques données sur un groupe de professeurs
	Identité
	Sexe
	Date d’entrée
	Département
	Salaire à l’entrée
	Salaire en 2012
	Expérience

	1
	F
	1995
	Management
	16 598
	109 268
	22

	2
	M
	1984
	Management
	9 386
	134 244
	27

	3
	F
	2008
	Management
	34 446
	81 170
	22

	4
	M
	1990
	Sc. économiques
	15 962
	159 532
	30

	5
	M
	1999
	Marketing
	23 413
	153 600
	20

	6
	M
	1995
	Sc. comptables
	19 838
	140 175
	28

	7
	M
	2007
	Management
	34 541
	107 395
	21

	8
	F
	2001
	Finance
	30 797
	126 751
	48

	9
	M
	2004
	Sc. comptables
	20 726
	109 893
	22

	10
	M
	1990
	Finance
	13 038
	126 751
	28

	11
	M
	2007
	Sc. comptables
	30 005
	91 786
	21

	…
	…
	…
	…
	…
	…
	…


On distingue deux catégories de variables : les variables quantitatives, comme les salaires et le nombre de mois d'expérience, sont celles dont les modalités sont des quantités ; et les variables qualitatives, dont les modalités sont des caractéristiques non mesurables, comme le département et le sexe.
On peut résumer les caractéristiques d’une variable en énumérant ses modalités et en indiquant la fréquence de chacune dans la population. Le tableau 1.1 résume les caractéristiques de la variable « Département ». L’effectif corres-pondant à une valeur donnée x, c’est le nombre d’unités pour lesquelles la variable prend la valeur x. L’effectif total n est le nombre d’unités dans la population (ou l'échantillon). La fréquence d’une valeur est l’effectif de cette valeur divisé par n. La somme des fréquences est nécessairement égale à 1. La fréquence est parfois multipliée par 100, de façon à représenter un pourcentage. Cette correspondance entre les valeurs d’une variable et les effectifs ou fréquences correspondantes est appelé distribution.
Tableau 1.1 Distribution de la variable « Département » - Données du tableau A.01
	Valeurs
	Effectif
	Fréquence

	Études urbaines
	19
	0,095

	Finance
	14
	0,070

	Management
	43
	0,215

	Marketing
	18
	0,090

	Relations humaines
	29
	0,145

	Sciences comptables
	39
	0,195

	Sciences économiques
	24
	0,120

	Stratégie
	14
	0,070

	
	200
	1



La figure 1.1 présente un graphique de cette distribution, appelé diagramme à barres. Les barres sont placées en ordre croissant de haut en bas, mais d'autres arrangements sont possibles. 
Figure 1.1 Présentation graphique de la distribution de la variable « Département »
Données du tableau 1.1

Parfois les barres sont présentées dans l'ordre alphabétique des noms de la variable « département » (Figure 1.2).
Figure 1.2 Données du tableau 1.1 - Ordre alphabétique

Les barres auraient aussi pu être verticales, bien que lorsqu’il s’agit d’une variable qualitative comme le « département », la présentation horizontale est privilégiée, normalement pour des raisons essentiellement de commodité : les « valeurs » d’une variable qualitative étant des mots, parfois des phrases, elles s'inscrivent mieux dans une marge à gauche que le long d’un axe horizontal (Figure 1.3).
Figure 1.3 Données du tableau 1.1 - Présentation en barres verticales

Pour des données quantitatives discrètes, une distribution peut être présentée graphiquement par un diagramme à bâtons, comme à la figure 1.4.
	Figure 1.4 Distribution du nombre d’enfants dans les familles de trois enfants ou moins

		Nombre d’enfants
	Fréquence

	0
	0,4830

	1
	0,2130

	2
	0,2161

	3
	 0,0879*

	Total
	1,00



	


Source : Institut de la statistique du Québec, Le Québec chiffres en mains, Édition 2010
* Fréquence estimée 
Lorsque les valeurs d’une variable sont nombreuses, un graphique qui présente l’effectif de chacune des valeurs est souvent trop chargé pour être lisible, comme on le voit dans la figure 1.5 a) l’allure générale de la distribution est embrouillée par les détails. La figure 1.5 b) présente la distribution déterminée au tableau 1.2, dans lequel les valeurs sont groupées en classes de 5. L'effectif d'une classe est le nombre d’unités dont la valeur est incluse dans la classe. 
Tableau 1.2 Distribution de l’âge de la population du Canada en 2011
	Âge
	Fréquence
	Âge
	Fréquence
	Âge
	Fréquence
	Âge
	Fréquence

	]0 ; 5]
	0,0561
	]25 ; 30]
	0,0648
	]50 ; 55]
	0,0794
	]75 ; 80]
	0,0276

	 ]5 ; 10]
	0,0541
	]30 ; 35]
	0,0646
	]55 ; 60]
	0,0699
	]80 ; 85]
	0,0210

	]10 ; 15]
	0,0574
	]35 ; 40]
	0,0650
	]60 ; 65]
	0,0613
	]85 ; 90]
	0,0128

	]15 ; 20]
	0,0651
	]40 ; 45]
	0,0695
	]65 ; 70]
	0,0455
	]90 ; 95]
	0,0051

	]20 ; 25]
	0,0654
	]45 ; 50]
	0,0799
	]70 ; 75]
	0,0344
	]95 ; 100]
	0,0013


	Figure 1.5 Distribution de l’âge de la population du Canada en 2011 (Personnes âgées de 100 ans ou moins)

	a) Effectif correspondant à chaque valeur entière
	b) Effectif correspondant à chaque tranche 
de cinq valeurs

	
	


Source : Statcan, Recensement 2011
Parfois les valeurs d’une variable sont si nombreuses (et les effectifs en conséquence très faibles et souvent nuls) que le groupement des valeurs est inévitable. C’est le cas de la variable « Salaire en 2012 » de la population présentée au tableau A.01. Le tableau 1.3 présente une distribution dans laquelle les classes sont les intervalles ]35 000 ; 40 000] , ]40 000 ; 50 000], ... , ]110 000 ; 115 000]. Les centres de ces intervalles, appelés points-milieux, figurent dans la deuxième colonne du tableau. L’effectif de la 4e classe, ]50 000 ; 55 000], est 10, le nombre de professeurs dont le salaire est supérieur à 50 000 $ et inférieur ou égal à 55 000 $.
Tableau 1.3 Distribution de la variable « Salaire en 2012 » Données du tableau A.01
	Intervalle
	Point-milieu
	Effectif
	Fréquence

	]35000 ; 40000]
	37500
	0
	0,000

	]40000 ; 45000]
	42500
	1
	0,005

	]45000 ; 50000]
	47500
	6
	0,030

	]50000 ; 55000]
	52500
	10
	0,050

	]55000 ; 60000]
	57500
	14
	0,070

	]60000 ; 65000]
	62500
	12
	0,060

	]65000 ; 70000]
	67500
	13
	0,065

	]70000 ; 75000]
	72500
	13
	0,065

	]75000 ; 80000]
	77500
	10
	0,050

	]80000 ; 85000]
	82500
	27
	0,135

	]85000 ; 90000]
	87500
	38
	0,190

	]90000 ; 95000]
	92500
	30
	0,150

	]95000  ; 100000]
	97500
	9
	0,045

	]100000 ; 105000]
	102500
	14
	0,070

	]105000 ; 110000]
	107500
	3
	0,015

	]110000 ; 115000]
	112500
	0
	0,000

	
	
	200
	1


L’histogramme est la représentation la plus courante de la distribution d’une variable quantitative (voir la figure 1.6). 
Figure 1.6 Histogramme de la distribution du salaire de 2012 - Données du tableau 1.3

Mais une distribution peut également être présentée à l’aide d’un polygone des fréquences, comme dans la figure 1.7 (l’histogramme en arrière-plan ne fait pas normalement partie du graphique). 
Figure 1.7 Polygone des fréquences - Salaire (en milliers) en 2012 - Données du tableau 1.3

Un polygone des fréquences a l’avantage de faciliter les comparaisons de distributions, comme dans la figure 1.8, qui présente la distribution des salaires pour deux sous-populations : les femmes et les hommes (tableau 1.4). Notez bien qu’une comparaison de distributions ne se fait qu’avec les fréquences et non avec les effectifs, à moins que les effectifs des deux populations soient les mêmes.
Tableau 1.4 Distribution de la variable « Salaire de 2012 »
 Données tirées du tableau A.01
	Point-milieu
	Femmes
	Hommes

	]35000 ; 40000]
	0,0000
	0,0000

	]40000 ; 45000]
	0,0123
	0,0000

	]45000 ; 50000]
	0,0370
	0,0252

	]50000 ; 55000]
	0,0617
	0,0420

	]55000 ; 60000]
	0,0988
	0,0504

	]60000 ; 65000]
	0,1111
	0,0252

	]65000 ; 70000]
	0,0988
	0,0420

	]70000 ; 75000]
	0,0988
	0,0420

	]75000 ; 80000]
	0,0741
	0,0336

	]80000 ; 85000]
	0,1111
	0,1513

	]85000 ; 90000]
	0,1975
	0,1849

	]90000 ; 95000]
	0,0494
	0,2185

	]95000  ; 100000]
	0,0000
	0,0756

	]100000 ; 105000]
	0,0370
	0,0924

	]105000 ; 110000]
	0,0123
	0,0168

	]110000 ; 115000]
	0,0000
	0,0000

	
	1
	1



Figure 1.8 Comparaison des salaires - hommes et femmes - Données du tableau 1.4


Figure 1.9 Quelques distributions
	a) Distribution de la pression systolique d'un groupe d'adulte

Source : Statistique Canada. Recensement du Canada 2006

	b) Revenus des personnes au Canada en 2006

Source : Statistique Canada. Recensement du Canada 2006

	c) Nombre de personnes dans les ménages de Montréal

Source : Statistique Canada. Recensement du Canada 2006
	d) Distribution des revenus familiaux au Canada

Source : Statistique Canada. Recensement du Canada 2006



Remarque Quelques distributions
La figure 1.9 montre quelques distributions tirées des données du recensement. On y voit des distributions de formes diverses. Les distributions a) et d) sont vaguement symétriques. La distribution c), nettement asymétrique, est typique de plusieurs distributions du monde social et financier : forte concentration de valeurs à gauche et un petit nombre de valeurs à droite, parfois très éloignées du centre. Les distributions a) et c) ont un seul sommet — elles sont dites unimodales. La distribution b), elle, semble être bimodale (il est possible, cependant, que ce ne soit qu’une conséquence du groupement particulier choisi). Certaines similitudes entre les distributions — par exemple, symétrie unimodale — nous invitent à les traiter comme des cas particuliers d’un modèle général qui ne s’embarrasserait pas de détails accidentels et aurait le grand avantage d’être simple. 
Nous allons développer plus loin des modèles de population, c’est-à-dire, certaines formes générales dont on espère qu’elles approcheront celles des populations étudiées. Le modèle le plus souvent utilisé est le modèle appelé normal ou Gaussien. C’est une courbe symétrique, avec une concentration de données au centre et une décroissance



Remarque (suite et fin) Quelques distributions
progressive des fréquences à mesure qu’on s’éloigne du centre. L’allure générale est celle d’une cloche, comme celle présentée dans la figure 1.10.
Il s’agit d’une forme idéalisée qu’on ne retrouve pas exactement comme telle mais que plusieurs variables dans la nature approchent. La taille des personnes dans une population homogène — personnes de même sexe, même âge, même groupe ethnique — en est une.
L’histogramme de la figure 1.11, par exemple, présente la distribution des tailles d'un groupe de 928 personnes présentée par Sir Francis Galton en 1885. La courbe normale qui lui est superposée sert de modèle théorique. Certains aspects de la distribution observée sont manifestement accidentels, comme, par exemple, le creux au niveau de 65,2 po. Proposer ce modèle, c’est supposer que dans la population entière (les Anglais de l'époque), la distribution est bien représentée par une courbe normale. Malgré les écarts aléatoires, la distribution observée est assez proche du modèle théorique — une validation du modèle.


Figure 1.10 Courbe normale


Figure 1.11 Distribution de la taille (en pouces) d’un échantillon de 928 personnes

1.2		Mesures de tendance centrale
Une mesure de tendance centrale est un indice de la position d’une série de données ou d’une distribution. Elle donne en un seul chiffre une idée de l’ordre de grandeur des données. La plus connue des mesures de tendance centrale est la moyenne arithmétique, ou moyenne tout court. C’est surtout elle qui servira de mesure de tendance centrale, mais nous allons également en considérer une deuxième, la médiane.
La moyenne arithmétique
Soit y1, y2, ... , yn une série de n données. Leur moyenne arithmétique est définie par

.
Prenons pour exemple les données suivantes, qui représentent le nombre de pièces dans un échantillon de 61 logements (tableau 1.5) :
Tableau 1.5 Nombre de pièces dans un échantillon de 61 logements
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La somme de ces données est  = 291, la moyenne est  =  = 4,77.
La médiane
Médiane d’une série de données La médiane est une mesure alternative : c’est la donnée centrale d’une série, lorsque les données sont rangées en ordre croissant ou décroissant. Par exemple, la médiane des données
1, 3, 5,  7 , 9, 10, 13
est 7.
Lorsque les données sont en nombre pair, la médiane est la moyenne des deux données centrales. Par exemple, la médiane des données
1, 3, 5,  7 , 9 , 10, 13, 15
est (7 + 9)/2 = 8.
Figure 1.12 Relation entre la médiane et la moyenne arithmétique
dans une population asymétrique avec concentration à gauche.


Médiane ou Moyenne arithmétique ? S’il est vrai que la moyenne arithmétique est la mesure la plus souvent utilisée, la médiane a aussi son utilité et peut parfois pallier certaines faiblesses de la moyenne arithmétique, dont l’une est sa sensibilité aux données extrêmes — le fait que quelques données excentriques peuvent donner à la moyenne une valeur dont on ne peut pas vraiment dire qu’elle représente l’ensemble. Tout étudiant sait qu’une seule mauvaise note suffit à ruiner une moyenne ! De même, les revenus d’une poignée de richissimes peuvent tirer la moyenne d’une population vers le haut et donner une impression exagérée de richesse. C’est pour cela, d’ailleurs, que lorsque les instituts de statistiques comme Statistique Canada publient des données sur les revenus, ils présentent aussi bien la médiane que la moyenne (on trouve généralement que la médiane est inférieure à la moyenne arithmétique). La figure 1.12 illustre les positions relatives de la moyenne et de la médiane dans une population asymétrique avec concentration à gauche : certaines valeurs sont bien au-dessus de la majorité de la population qui, elle, forme un sommet à gauche. 
Il est clair que les positions relatives de la moyenne et la médiane sont inversées lorsque la concentration des données est à droite : la moyenne arithmétique est alors inférieure à la médiane. Les deux mesures coïncident lorsque la population est de forme symétrique.
1.3		Mesures de dispersion
Figure 1.13 Salaires à l'entrée et salaires en 2012 - Données du tableau A.01
	
	


La description sommaire que fournissent la moyenne et la médiane cache beaucoup de choses. Entre autres, elle ne donne aucune information sur la dispersion des données, une caractéristique particulièrement importante dans certains contextes. Par exemple, deux classes à l’université peuvent avoir des notes (à un examen) comparables en moyenne, tout en étant fondamentalement différentes : l’une constituée d’un mélange d’étudiants très forts et d’étudiants très faibles et l’autre comprenant surtout des étudiants moyens. Dans une société, la dispersion des revenus peut servir d’indice d’inégalités sociales[footnoteRef:1].  [1:  	Il faut dire, cependant, que ce n’est pas l’indice de choix des économistes, qui pour mesurer les inégalités sociales privilégient plutôt certains ratios (gains des plus riches sur gains des plus pauvres) et encore plus, un indice appelé indice de Gini, que nous ne discutons pas ici.] 

Les deux histogrammes de la figure 1.13, tirée du tableau A.01, représentent les salaires de 200 professeurs en 2012 et leur salaire (ajusté pour l’inflation) au moment de leur engagement. On voit bien sûr que les salaires sont plus élevés en 2012 qu’au moment de leur engagement. Mais on voit aussi que les salaires de 2012 sont plus dispersés : certains salaires sont très élevés, d’autres beaucoup moins. C’est cette dispersion, aisément perçue dans un graphique, que nous cherchons à quantifier — tout comme on situe la tendance centrale — de façon à transmettre l’information à l’aide d’un seul chiffre.
Écart-type et variance
Comme mesure de la dispersion d’une série de données, on utilise une quantité appelée écart-type. Ce que l’écart-type mesure, précisément, c’est l’importance des écarts entre les données et leur moyenne.
Soit y1, y2, ... , yn une série de n données. Leur écart-type, désigné par la lettre grecque , est défini par

.



Un examen de la formule montre pourquoi  est une mesure de dispersion. Les différences yi - sont les écarts entre les données et la moyenne. Leurs carrés
(yi -)2 aussi. Pour calculer , on prend la moyenne des carrés des écarts
(yi -)2 ; puis la racine carrée de cette moyenne. 
Exemple 1.1 Calcul d’un écart-type
Supposons qu’on veuille calculer l’écart-type des données suivantes :
1  3  5  9  12

Les calculs pertinents sont effectués dans le tableau suivant (la moyenne est
 = 6) :

yi 

yi -

(yi -)2 

1
-5
25

3
-3
9

5
-1
1

9
3
9

12
6
36
Somme :
30

 = 0 

 = 80

Dans la deuxième colonne on calcule les écarts , et dans la troisième on les met au carré. Pour déterminer l’écart-type, on calcule d’abord la moyenne de ces écarts au carré :


Moyenne des carrés des écarts =  =  = 16.
L’écart-type est la racine carrée de cette moyenne des carrés des écarts :



 = =  =  = 4.


Remarque On constate dans l’exemple que la somme des différences yi - est nulle. Ce n’est pas un hasard : la somme des différences entre les données et leur moyenne est toujours nulle. C’est pour cela que ces différences ne peuvent servir telles quelles à mesurer la dispersion. En les mettant au carré, les valeurs négatives deviennent positives, de sorte que la somme ne peut être nulle, à moins que les valeurs ne soient toutes égales.

Remarque L’écart-type tire son importance de certaines propriétés qui seront développées plus tard. Mais présenté comme simple mesure descriptive, il devrait, une fois calculé, avoir un sens immédiat. Ce qui n’est pas toujours évident. L’écart-type des salaires en 2012 est σ = 15 412 $. Que signifie ce nombre ? Tout seul, pas grand-chose. Il prend son sens lorsqu’on le compare à l’écart-type σ =  11 121 $ des salaires à l’entrée : on voit alors que ces derniers diffèrent moins entre eux que les premiers. En fin de compte, la valeur numérique d’un écart-type — comme mesure descriptive — n’a de sens que par comparaison à un ou plusieurs autres. Un professeur qui calcule systématiquement l’écart-type des résultats d’un examen finit par se faire une idée de ce qu’est un écart-type normal : environ 20 %. Il ou elle saura donc qu’il s’est produit une anomalie le jour où l’écart-type est de 10 ou de 30. Notons en passant qu’une simple moyenne n’est guère plus facile à interpréter dans un contexte non familier. Quelle serait votre réaction si vous appreniez que les Québécois ont acheté en moyenne 30,0 chopines de fraises cette année ? À moins que vous ayez un intérêt particulier pour la consommation de fraises au Québec, cette information vous laissera froid.

La variance
Dans la suite de ce manuel, nous nous référerons souvent à 2, le carré de l’écart-type, car certaines propriétés s’expriment en fonction de 2 plutôt que de . Pour faciliter le langage, on donne un nom à 2 : la variance. Définition formelle : 

Variance2 = .
La variance est une étape dans le calcul d’un écart-type. Pour les données du tableau 1.5, nous avons

 = 194,7869,
et donc la variance est

2 = = 3,1932.
Écart-type corrigé
Pour des raisons qui ne paraîtront que plus tard, on définit une variante de l’écart-type que nous nommerons écart-type corrigé (et même parfois écart-type tout court). Nous le définissons par

.
Dans l’exemple 1.1, on avait


 =  =  = 4.
Pour calculer l’écart-type corrigé, on divise plutôt par 4 :


s =  = .
Cette division par n-1 est peu naturelle et impossible à motiver à ce stade-ci. Nous l’expliquerons plus tard. Pour le moment, une mise en garde : les calculatrices qui possèdent des fonctions statistiques utilisent le terme « écart-type » dans l’un ou l’autre des deux sens. Certaines utilisent la notation de ce chapitre, d’autres pas. Il est important donc de savoir quel est le calcul effectué par votre calculatrice. Cela dit, la différence entre s et  est rarement importante en pratique. Elle est négligeable lorsque n est grand.

Formules de calcul
On peut montrer que la somme des carrés des écarts au numérateur de la formule de σ2 peut s’écrire différemment, soit


 = .


Par conséquent,



σ2 =  = = .

Si on désigne le premier terme par (la moyenne des carrés), on a 


σ2 = -  = (Moyenne des carrés) – (Carré de la moyenne).
Exemple 1.2 Calcul d’un écart-type
Reprenons les données de l’exemple 1.1 :
1  3  5  9  12

Les calculs pertinents sont effectués dans le tableau suivant (la moyenne est  = 6) :

yi 



1
1

3
9

5
25

9
81

12
144
Somme

= 30

 = 260 
Moyenne

(1/5)= 6

(1/5) = 52
La variance est donc égale à σ2 = 52 - (6)2 = 16 et σ = 4.

Coefficient de variation
Nous avons déjà signalé que pour interpréter un écart-type il faut le comparer à quelque chose : à l’écart-type d’une autre population, par exemple, ou de la même population à un autre moment. Mais parfois les écarts-types bruts ne sont tout simplement pas comparables : ils doivent d’abord être normalisés d’une certaine façon. Si on compare la dispersion des revenus dans différents pays, il faut bien sûr que les unités monétaires soient uniformisées ; mais ce n’est pas tout. Pour prendre un cas extrême, considérons une étude sur les salaires d’une certaine classe d’ouvriers dans deux pays : la Bolivie et la Suisse (on devine déjà qu’on est sur le point de comparer des choses pas comparables). Selon cette étude, les salaires de ces ouvriers ont un écart-type de 0,45 $ (USD) en Bolivie et de 4,80 $ en Suisse. Mais il est normal que les salaires suisses, dont la moyenne est de 28 $, varient plus que les salaires boliviens, dont la moyenne est de 3,6 $. Pour comparer les dispersions en tenant compte de ces différences de moyennes, on utilise le coefficient de variation, un écart-type relatif :

cv(y) = Coefficient de variation de y = .
En général, si les valeurs de Y sont élevées, on s’attend à ce que leur écart-type le soit aussi. Les salaires d’une population d’ouvriers et ceux d’une population de PDG ont des écarts-types difficilement comparables, les chiffres des deux populations n’étant pas du même ordre de grandeur. Le coefficient de variation ramène les écarts-types à des niveaux comparables. Voici, par exemple, quelques données tirées du tableau A.08 sur les poids des hommes et des femmes participant à une certaine recherche sur le cerveau :
	
	Écart-type
	Moyenne
	Coefficient de variation

	Hommes
	8,539 kg
	74,13 kg
	0,115 ou 11,5 %

	Femmes
	8,066 kg
	61,86 kg
	0,130 ou 13,0 %


La dispersion brute est supérieure chez les hommes (écart-type de 8,539 versus 8,066 chez les femmes), mais lorsqu’on tient compte du poids supérieur des hommes (moyenne de 74,13 kg versus 61,86 kg), on trouve que leur dispersion est relativement inférieure (coefficient de variation de 11,5 % versus 13,0 %). Dans le tableau suivant, portant sur les tailles, l’impression donnée par les écarts-types n’est pas inversée par le coefficient de variation, mais elle est atténuée quelque peu : l’écart-type des hommes est de 40 % supérieur à celui des femmes, alors que leur coefficient de variation n’est que de 30 % supérieur.
	
	Écart-type
	Moyenne
	Coefficient de variation

	Hommes
	8,212 cm
	180,594 cm
	4,5 %

	Femmes
	5,874 cm
	167,529 cm
	3,5 %

	Ratio Hommes/Femmes
	1,40
	1,08
	1,30


Exemple 1.3 Le coefficient de variation ne résout pas tout
L’exemple suivant, tiré du tableau A.01, est plus complexe :

Écart-type
Moyenne
Coefficient de variation
Salaire à l’entrée
11 121 $
17 990 $
61,8 %
Salaire en 2012
15 412 $
79 873 $
19,3 %
Une comparaison des écarts-types, sans normalisation, serait fautive, puisque les salaires à l’entrée, ayant en partie été fixés dans un passé lointain, sont plus faibles. Une comparaison des coefficients de variation n’est guère plus utile car le problème n’est pas là. Si les écarts-types ne sont pas comparables, ce n’est pas seulement parce que l’ordre de grandeur n’est pas le même dans les deux séries. C’est aussi parce qu’un salaire de 8 000 $ en 1980 n’équivaut pas à un salaire de 8 000 $ en 2012 (mais plutôt à 38 000 $ compte tenu de l’inflation). C’est ce qui explique la différence démesurée entre les deux coefficients de variation (61,8 % pour les salaires à l’entrée versus 19,3 % pour les salaires en 2012). La dispersion des salaires à l’entrée, même relative, est énorme car elle reflète la variabilité des salaires au cours des années. [Exprimés en dollars de 2012, les salaires à l’entrée ont une moyenne de 41 817 $, un écart-type de 6 617 $, et un coefficient de variation de 15,8 %. Donc une plus faible dispersion relative à l’entrée qu’en 2012. Ce qui s’explique par le fait que les salaires en 2012, sont affectés par l’ancienneté, ce qui n’est pas le cas des salaires à l’entrée.]

1.4 	Quartiles et moustaches
Les figures 1.14. et 1.15 présentent la distribution des prix d’un certain panier de nourriture dans 57 villes du monde. Voici la liste ordonnée :
	125
	153
	155
	176
	176
	208
	214
	216
	219
	233
	236
	238
	241
	246
	250

	252
	253
	254
	267
	268
	268
	283
	286
	287
	288
	288
	291
	295
	295
	

	299
	303
	314
	322
	330
	332
	334
	340
	348
	354
	370
	372
	382
	388
	

	390
	393
	405
	410
	436
	442
	454
	456
	457
	460
	486
	487
	594
	797
	


Figure 1.14 Histogramme d’un panier de nourriture dans 57 villes

La première figure présente ces données de manière classique à l’aide d’un histogramme. La seconde le fait à l’aide d’une moustache, une technique de plus en plus populaire. Une moustache est construite à partir de certains nombres repères, dont la médiane, et deux quantités appelées des quartiles. 
L’idée d’un quartile est le prolongement de celle d’une médiane : alors que la médiane divise la série en deux parties à peu près égales, les quartiles la divisent en quatre parties à peu près égales. Il y a trois quartiles qui les séparent, Q1, Q2 et Q3. On les définira à peu près comme ceci :
Q1	le premier quartile : environ ¼ des données de la série sont inférieures ou égales à Q1, et environ ¾ des données sont supérieures ou égales à Q1. 
Q3	le troisième quartile : environ ¾ des données de la série sont inférieures ou égales à Q3, et environ ¼ des données sont supérieures ou égales à Q3.
Q2	le deuxième quartile n’est rien d’autre que la médiane. 
Ces définitions sont quelque peu vagues, car il existe plusieurs façons, pas tout à fait équivalentes, de calculer Q1 et Q3 ; et différents logiciels pourraient donner des valeurs légèrement différentes pour ces quartiles. Mais ces différences ont peu d’impact en pratique car, pour des données suffisamment nombreuses, les différences seront minuscules. 
La figure 1.15 présente la distribution du prix d’un panier de nourriture dans 57 villes du monde. Les données proviennent du tableau A.06. Quelques donnéesclés sont présentées ci-dessous :
	Minimum
	Limite inférieure normale
	Q1
	Médiane
	Q3
	Limite supérieure normale
	Maximum

	125
	125
	250
	295
	388
	594
	797


Figure 1.15 Moustache représentant la distribution du
prix d’un panier de nourriture dans 57 villes du monde
[image: ]
Voici comment, grosso modo, on interprète ce rectangle : la ligne qui traverse le rectangle représente la médiane — 295 — et donc sépare la population en deux parties à peu près égales. Les limites du rectangle représentent à peu près les premier et troisième quartiles et donc englobent environ 50 % de la population. On peut donc dire que la moitié centrale de la population se situe entre 250 et 388. Enfin, les limites des deux tiges sont celles entre lesquelles les éléments de la population devraient « normalement » tous se situer. On peut dire que les limites « normales » de la population sont 125 et 594.  Finalement, toutes les données qui se situent au-delà des limites des tiges sont marquées individuellement, par un astérisque, un point, ou tout autre symbole qui identifie l'unité.
Construction d’une moustache
Les deux tiges sont construites de la façon suivante. Initialement, on trace des lignes imaginaires dont la longueur égale une fois et demie la distance entre Q3 et Q1. La longueur de ces lignes est 
1,5(Q3 - Q1) = 207.
Donc la tige inférieure s’étendrait vers le bas jusqu’à Q1 – 207 = 43 ; et la tige supérieure vers le haut jusqu’à Q3 + 207 = 595. Cependant, nous ne traçons pas les tiges jusqu’à ces extrêmes : la tige inférieure ne descendra qu’au niveau de la plus petite donnée supérieure ou égale à 43. Puisque celle-ci est 125, c’est là qu’on tronque la tige.
La tige supérieure non plus ne sera pas prolongée jusqu’à la limite de 595. Elle sera tronquée à la plus grande valeur inférieure ou égale à ce point, soit 594. La règle générale est celle-ci :
Limite inférieure : la plus petite donnée supérieure ou égale à Q1 – 1,5(Q3 - Q1) ; 
Limite supérieure : la plus grande donnée inférieure ou égale à Q 3 + 1,5(Q3 - Q1).
Dans une population normale, l’intervalle entre les extrémités des tiges, soit
Q1 – 1,5(Q3 - Q1) et Q3 + 1,5(Q3 - Q1)
contient environ 99 % des observations, de sorte qu’il est raisonnable de considérer toute observation à l’extérieur de cet intervalle comme plutôt extrême.
Toute observation qui dépasse les limites est indiquée individuellement. Dans la figure 1.15, c’est Tokyo qui se distingue de par le prix extrêmement élevé d’un panier de nourriture. La présentation par moustaches permet d’attirer l’attention sur ces cas extrêmes. Elle aurait également mis en exergue toute ville dont le prix d’un panier de nourriture serait exceptionnellement petit — s’il y en avait. La figure 1.16 illustre une distribution avec des données extrêmes dans les deux sens, très petites et très grandes. 
Figure 1.16 Moustache représentant la distribution
du nombre d’heures de travail par semaine des ingénieurs dans 57 villes du monde
[image: ]
Les moustaches permettent de comparer plusieurs populations. La figure 1.17 compare les prix de 102 maisons vendues dans quatre secteurs de Montréal (Centre, Nord, Ouest, Sud). C’est dans le secteur Centre que le prix médian est le plus élevé, et c’est aussi là que se situe la distribution la plus symétrique. C’est dans le secteur Sud que le prix médian est le plus bas, mais on y trouve par ailleurs quelques prix très élevés, une hétérogénéité due à l’existence de quartiers huppés dans ce secteur par ailleurs modeste. Mises à part les quelques données excentriques dans le secteur sud, la dispersion des prix est la même dans chaque secteur sauf dans le secteur Ouest, où les prix sont très concentrés, hormis quelques maisons exceptionnelles. 
Figure 1.17 Moustaches comparant les prix de 102 maisons vendues dans
quatre secteurs de la ville de Montréal
[image: ]
Il existe aussi des distributions qui ne se prêtent pas facilement à une représentation par histogramme. C’est le cas des distributions hautement asymétriques où la très grosse majorité des données se situent dans une étroite tranche au bas de l’échelle, comme les PIB des pays du monde : très faibles valeurs pour un grand nombre de pays, suivies de quelques valeurs élevées, voire démesurées, comparées aux premières. La figure 1.18 montre clairement que toute tentative de présenter ces données sous forme d’histogramme est vouée à l’échec.
Figure 1.18 Histogramme des PIB de 96 pays du monde - Tableau A.10
	Classes de largeur 1000 $

	Classes de largeur 10 000 $





Une représentation par moustache (Figure 1.19) se révèle plus adéquate.
Figure 1.19 Moustache des PIB de 96 pays du monde 
(Tableau A.10)
[image: ]
1.5	Transformations affines et cote Z
Il arrive souvent qu’on ait à effectuer une même opération mathématique sur toutes les données d’une série. Par exemple, considérons les valeurs des cinq titres européens (en Euros) d’un portefeuille :
x1 = 3 200 € ; x2 = 15 300 € ; x3 = 22 300 € ; x4 = 12 350 € ; et x5 = 7 650 €.
Vous convertissez ces montants en dollars canadiens au taux de 1,26 CAD/ €. Vous obtenez les valeurs suivantes :
y1 = 1,26x1 = 4 032 $ ; y2 = 1,26x2 = 19 278 $ ; y3 = 1,26x3 = 28 098 $ ;
y4 = 1,26x4 = 15 561 $ ; et y5 = 1,26x5 = 9 639 $.
Nous venons d’effectuer une transformation de variable : la variable X (dont les valeurs sont x1, x2, x3, x4 et x5) a été transformée en une variable Y dont les valeurs y1, y2, y3, y4 et y5 sont calculées à partir de celles de X. La règle de transformation s’exprime par
Y = 1,26 X.
Un autre exemple : les températures moyennes X en Arizona durant 6 mois consécutifs ont été rapportées en degrés Fahrenheit :
Valeurs de X : 50°F , 59°F , 68°F , 77°F , 86°F , 95°F.
Vous les convertissez en degrés Celsius (Y) :
Valeurs de Y : 10°C , 15°C,  20°C , 25°C , 30°C , 35°C.
La transformation est

.
Ces deux exemples illustrent ce qu’on appelle des transformations affines. Ce sont des transformations de la forme
Y = a + bX,










où a et b sont des constantes. Dans le premier exemple, a = 0 et b = 1,26 ; dans le deuxième, a =  et b = . Soit  et  la moyenne et la variance de X. La question qu’on se pose est celle-ci : peut-on obtenir la moyenne  et la variance  de Y à partir de  et ? Évidemment, on peut toujours calculer  et  au long, après avoir calculé les valeurs y1, y2, … . Voici, d’ailleurs, les calculs :
	
	x
	y

	
	50
	10

	
	59
	15

	
	68
	20

	
	77
	25

	
	86
	30

	
	95
	35

	Moyennes
	
=72,5
	
 = 22,5

	Variances
	
 = 236,25
	
 = 72,92

	Écarts-types
	x = 15,37
	y = 8,54






Mais y a-t-il un moyen plus direct de le faire, une fois que  et  ont été calculées ? On peut en effet obtenir  et  à l’aide des formules suivantes :




 = a + b ,  = .
De là découle également une formule pour déterminer l’écart-type de Y :
y = |b|x.
Exemple 1.4 Transformation affine
Reprenons l’exemple des 6 températures en Arizona. La moyenne et la variance des températures en degrés Fahrenheit sont 


 = 72,5 et  = 236,25.
Par conséquent la moyenne de Y est 



 = a + b =  = 22,5.
La variance de Y est 


 = = 72,92.
L’écart-type de Y est


.

La formule concernant la moyenne est naturelle et se dit aisément en mots : si on multiplie chaque valeur d’une variable par un nombre b, la moyenne se voit multipliée par b ; et si on ajoute un nombre a à chaque valeur, la moyenne se voit augmentée de a. Par exemple, si toutes les notes d’une classe sont majorées de 15 % (c’est-à-dire, multipliées par 1,15), la moyenne augmente de 15 % ; si ensuite on ajoute 10 points encore à tout le monde, la moyenne augmente de
10 points. 
Dans ce contexte on peut de même énoncer en mots la formule pour l’écart-type : si on majore chaque note de 15 %, l’écart-type est majoré de 15 %. Un résultat prévisible, puisque les écarts entre les individus et leur moyenne sont tous majorés de 15 % : dans une population de moyenne 60, une note de 70 est à 10 points de la moyenne ; après majoration, la moyenne passe à 69 et le 70 passe à 80,5. L’écart de 10 points passe donc à 11,5, une majoration de 15 %.
Remarque L’ajout d’une constante n’affecte pas l’écart-type. Si on ajoute 10 points à la note de chaque élève d’une classe, la moyenne se verra augmentée de 10 points, mais l’écart-type restera tel quel, puisque toutes les notes se déplaceront vers la droite en maintenant les écarts intacts.

La cote Z
La cote Z est une transformation affine particulière, définie par :

Z = .
La moyenne et l’écart-type de Z sont

 = 0, z = 1.


Ce résultat découle des formules présentées ci-dessus, puisque Z = + est une transformation affine de X. La cote Z permet de situer une unité par rapport à la population à laquelle elle appartient. Par exemple, on vous annonce que votre score en un test de dextérité manuelle est de 65. Est-ce bon ou mauvais ? Ce chiffre ne vous dit rien, à moins que vous puissiez le comparer à quelque chose. Supposons que vous apprenez que la moyenne de la population (des gens de votre âge et sexe, disons) est de 50. Cette information est assurément utile : vous savez que vous vous situez à 15 points au-dessus de la moyenne, un écart positif, donc un bon signe. Mais ce n’est pas suffisant : vous ne savez pas encore si les 15 points qui vous séparent de la moyenne sont impressionnants ou pas. Là aussi, il faut que vous puissiez comparer cet écart à quelque chose. Le plus naturel serait de le comparer à l’écart-type de la population, qui est une sorte d’« écart moyen ». Supposons que l’écart-type de la population est 5. Alors votre écart de 15 points par rapport à la moyenne est
3 fois l’écart-type. Nous venons de calculer votre cote Z :



La cote Z, donc, remplace une donnée brute par son écart par rapport à la moyenne ; et elle exprime cet écart en nombre d’écarts-types, une nouvelle unité de mesure.
Interprétation de la cote Z 
Quelques repères sont clairs : une cote Z est négative pour une donnée inférieure à la moyenne, positive pour une donnée supérieure à la moyenne, et nulle pour une donnée exactement égale à la moyenne. Outre le signe de Z, comment interpréter sa valeur numérique ? Une cote Z de 3 est-elle importante ou pas ? Voici une première règle générale : une forte proportion de toute population se situe à 2 écarts-types ou moins de la moyenne, c’est-à-dire que pour une bonne partie de la population, on a |Z|  2 (ou, ce qui est équivalent, 
–2  Z  2). On peut donc dire que toute valeur x extérieure à cet intervalle est plutôt extrême — les données aussi éloignées de la moyenne sont rares. Peut-on chiffrer leur fréquence ? Pas exactement, car elle dépend de la population, mais on peut s’en faire une idée en supposant que la population est normale. Dans une population normale, environ 95 % des unités ont une cote Z entre –2 et 2, c’est-à-dire, se situent à 2 écarts-types ou moins de la moyenne. En fait, on peut — dans le cas d’une population normale encore — déterminer la fréquence pour tout intervalle –a  Z  a. Voici ce que cela donne pour quelques valeurs de a (voir l’illustration, figure 1.20) :
· Environ 68 % d’une population normale se situe à 1 écart-type ou moins de la moyenne.
· Environ 95 % d’une population normale se situe à 2 écart-types ou moins de la moyenne.
· Environ 99,7 % d’une population normale se situe à 3 écart-types ou moins de la moyenne.
Figure 1.20 Loi normale
[image: ]
Remarque Les populations ne sont pas toutes normales, bien sûr. On peut néanmoins considérer ces pourcentages comme indices approximatifs. Ce sont des approximations adéquates dans un bon nombre des populations qu’on rencontre habituellement. À titre de comparaison, considérons une population de forme exponentielle, comme ceci :

Le tableau suivant compare une population normale à une population exponentielle par rapport au pourcentage de données dont la cote Z, en valeur absolue, est inférieure ou égale à un nombre a :
a
1
1,5
2
2,5
3
3,5
4
4,5
Population Exponentielle
86,5%
91,8%
95,0%
97,0%
98,2%
98,9%
99,3%
99,6%
Population Normale
68,3%
86,6%
95,4%
98,8%
99,7%
100,0%
100,0%
100,0%
Les différences, on le voit, ne sont pas très importantes.

1.6	Calculs à partir d’une distribution
Les formules présentées jusqu’ici permettent de calculer la moyenne et l’écart-type d’une série de données. Mais parfois, les valeurs d’une variable sont rassemblées et présentées sous la forme d’une distribution, où chaque valeur distincte est accompagnée d’un effectif ou d’une fréquence. Les deux premières colonnes du tableau 1.6 présentent, sous forme de distribution, les données du tableau 1.5. La distribution est celle de la variable Y : nombre de pièces, pour une population de 61 logements. Comment, étant donné ces deux colonnes, calcule-t-on la moyenne, la médiane et l’écart-type ? 
Tableau 1.6 Calcul de la moyenne d’une distribution
	[1]
yi 
	[2]
Effectif (ni )
	[3]
Fréquence (fi )
	[4]
yi  ni 
	[5]
yi  fi 

	2
	5
	0,082
	10
	0,164

	3
	10
	0,164
	30
	0,492

	4
	17
	0,279
	68
	1,115

	5
	10
	0,164
	50
	0,820

	6
	8
	0,131
	48
	0,787

	7
	5
	0,082
	35
	0,574

	8
	4
	0,066
	32
	0,525

	9
	2
	0,033
	18
	0,295

	Total
	n = 61
	1,000
	
 = 291
	
 = 4,77


Moyenne d’une distribution Il est évident que la moyenne ne peut être la simple moyenne des 8 valeurs distinctes 2, 3, … , 9 figurant dans la première colonne : la valeur 4, qui se présente 17 fois, doit peser plus lourd dans le calcul que la valeur 9, qui ne se présente que 2 fois. On doit multiplier chacune des 8 valeurs distinctes par son effectif, puis additionner les produits. Finalement, on divise la somme des produits par l’effectif total n = 61. Voici :


 =  = 4,77.
Mais cette expression peut aussi s’écrire comme ceci : 

La moyenne peut donc être calculée en multipliant chaque valeur par la fréquence plutôt que par l’effectif. Dans ce cas, on ne divise pas par l’effectif total. Voici une définition formelle de ce que nous venons de faire :
Soit une variable Y dont les valeurs sont y1, y2, ... , yp, avec effectifs correspondants n1, n2, ... , np et fréquences f1, f2, ... , fp. La moyenne arithmétique est définie par 

.
Lorsque les données sont groupées, on peut employer la formule ci-dessus en remplaçant les valeurs yi par les points-milieux. On obtient ainsi une approximation de la moyenne arithmétique. 
Remarque La formule de la moyenne — comme les nombreuses autres qui seront présentées tout au long du manuel — est parfois commode, dans la mesure où elle permet d’effectuer des calculs rapidement et mécaniquement. Mais l’objectif ici n’est pas d’apprendre à calculer rapidement, encore moins de faire les choses mécaniquement. Il est bien plus important, quand cela est possible, de retenir le raisonnement qui mène à la formule plutôt que d’apprendre par cœur la formule elle-même. Ce qui permet, entre autres, d’éviter que cet apprentissage soit constitué, comme dit le cliché, « d’un paquet de formules ». Il y aura beaucoup de formules, c’est vrai. Mais il n’en tiendra qu’au lecteur d’en limiter le nombre en maîtrisant la théorie de laquelle elles découlent. Certains trouvent utile de concrétiser un raisonnement à l’aide d’un petit exemple numérique, comme le suivant. Supposons donc qu’on cherche à calculer la moyenne de la variable suivante :
yi
2
5
7
9

ni
2
3
4
1
10
Il suffit, si l’on tient à éviter les formules, de réaliser que ce tableau n’est qu’une autre façon de présenter la série de données suivantes :
2, 2, 5, 5, 5, 7, 7, 7, 7, 9,
de sorte qu’on peut calculer la moyenne comme toujours :

= 5,6.
On se rend vite compte qu’il est inutile d’additionner un même nombre plusieurs fois alors qu’il suffit de le multiplier par son effectif, et écrire, par exemple, 7  4 plutôt que 7+7+7+7. La moyenne peut alors s’écrire



== ,

précisément le calcul prescrit par la formule .

Remarque La différence entre une série de données et une distribution est une question de présentation. On désigne par y1, y2, ... , yn les données brutes, une donnée pour chaque unité, comme pour les n = 10 données (2, 2, 5, 5, 5, 7, 7, 7, 7, 9) — pas nécessairement distinctes — présentées au dernier exemple. Lorsque nous parlons des valeurs y1, y2, ... , yp d’une variable Y, nous entendons les valeurs distinctes de la variable, comme les p = 4 valeurs distinctes 2, 5, 7, 9 du dernier exemple.

Médiane d’une distribution Que les données soient présentées sous la forme d’une série de chiffres ou d’une distribution, la définition de la médiane est la même. On peut la déterminer aisément à partir des effectifs cumulés, présentés dans la colonne 3 du tableau ci-dessous :
	[bookmark: _Hlk27272023][1]
yi 
	[2]
Effectif (ni )
	[3]
Effectif cumulé
	[4]
Fréquence 
	[5]
Fréquence cumulée

	2
	5
	5
	0,082
	0,082

	3
	10
	15
	0,164
	0,246

	4
	17
	32
	0,279
	0,525

	5
	10
	42
	0,164
	0,689

	6
	8
	50
	0,131
	0,820

	7
	5
	55
	0,082
	0,902

	8
	4
	59
	0,066
	0,967

	9
	2
	61
	0,033
	1

	Total
	n = 61
	
	1
	


Puisque l’effectif total est 61, nous devons identifier la 31e donnée. La 15e donnée est 3 ; les 17 suivantes valent 4 : ce sont les données de rangs 16 à 32. Donc la 31e donnée est 4, c’est la médiane. 
Quand seules les fréquences sont présentées, on détermine les fréquences cumulées (colonne 5 dans le tableau) : la médiane est la plus petite valeur pour laquelle la fréquence cumulative est supérieure à 0,5. Dans le tableau ci-dessus c’est bien 4, dont la fréquence cumulative est 0,525. Si la fréquence cumulée est égale à 0,5 pour une valeur donnée, alors la médiane est la moyenne arithmétique de cette valeur et la suivante. On l’illustre avec la distribution suivante :
	yi 
	Fréquence
	Fréquence cumulée

	2
	0,1250
	0,1250

	7
	0,1250
	0,2500

	9
	0,2500
	0,5000

	14
	0,3125
	0,8125

	22
	0,1875
	1


Tout nombre entre 9 et 14 pourrait servir de médiane. La moitié des données est inférieure ou égale à 9 ; mais aussi la moitié des données est inférieure ou égale à 11, ou à 12, ou à 13,999. On prend donc pour médiane le centre de l’intervalle entre 9 et 14, soit 11,5.

Écart-type d’une distribution Soit une variable Y dont les valeurs sont y1, y2,
... , yp, avec effectifs correspondants n1, n2, ... , np et fréquences f1, f2, ... , fp. La variance est toujours la moyenne des écarts au carré (yi -)2. Mais cette moyenne doit être pondérée par les effectifs ou les fréquences. Le tableau suivant illustre les calculs :
Tableau 1.7 Calcul de la variance d’une distribution
	[bookmark: _Hlk27272323][1]
yi 
	[2]
Effectif (ni )
	[3]
Fréquence
	[4]

(yi - )2 
	[5]

(yi -)2ni 
	[6]

(yi -)2fi 

	2
	5
	0,08197
	7,676
	38,378
	0,62915

	3
	10
	0,16393
	3,135
	31,346
	0,51388

	4
	17
	0,27869
	0,594
	10,092
	0,16545

	5
	10
	0,16393
	0,053
	0,527
	0,00863

	6
	8
	0,13115
	1,512
	12,094
	0,19825

	7
	5
	0,08197
	4,971
	24,854
	0,40743

	8
	4
	0,06557
	10,430
	41,719
	0,68392

	9
	2
	0,03279
	17,889
	35,777
	0,58652

	Total
	n = 61
	1
	
	           194,787
	3,193




Pour la distribution présentée au tableau 1.4, nous avons, avec  = 4,7705,

ou encore,


L’écart-type est 

 = 1,78696.


Voici la formule générale



et .
L’expression de la variance comme « moyenne des carrés moins le carré des moyennes » s’applique intégralement aux distributions et présente une deuxième façon de calculer la variance.



-.
Voici les calculs pour les données du tableau 1.6.

Tableau 1.8 Calcul de la variance d’une distribution
	yi
	Effectif
(ni )
	Fréquence (fi)
	yi×fi
	yi2
	yi2×fi

	2
	5
	0,0820
	0,1639
	4
	0,3279

	3
	10
	0,1639
	0,4918
	9
	1,4754

	4
	17
	0,2787
	1,1148
	16
	4,4590

	5
	10
	0,1639
	0,8197
	25
	4,0984

	6
	8
	0,1311
	0,7869
	36
	4,7213

	7
	5
	0,0820
	0,5738
	49
	4,0164

	8
	4
	0,0656
	0,5246
	64
	4,1967

	9
	2
	0,0328
	0,2951
	81
	2,6557

	Total
	n = 61
	1
	
= 4,7705
	
	
 = 25,9508



Alors σ2 = 25,9508 – (4,7705)2 = 3,1932 et σ = 1,78696.
Données groupées
Lorsque les données sont groupées, on peut employer les formules ci-dessus en remplaçant les valeurs yi par les points-milieux. On obtient ainsi une approximation de la variance et de l’écart-type.
Commandes Excel
Cette section ne prétend pas enseigner Excel aux débutants : elle s’adresse à ceux qui possèdent déjà une certaine connaissance — rudimentaire — des commandes de base. Nous montrerons les quelques commandes qui permettent d’alléger les calculs bruts : sommes, sommes de carrés, sommes de produits, etc. Nous avons volontairement évité les commandes spécifiquement statistiques, celles qui dispensent l’utilisateur de la nécessité de connaître et savoir appliquer les formules. Quelques commandes d’un plus haut niveau seront néanmoins présentées, mais il est conseillé de ne pas y avoir recours avant d’acquérir une bonne maîtrise des formules. Ainsi, même s’il existe des commandes simples pour calculer des statistiques telles un écart-type ou une variance, il vaut mieux, en un premier temps, les éviter, et ne se servir des capacités d’Excel que pour réduire le temps des calculs onéreux.
Calcul d’une moyenne, d’une variance et d’un écart-type La figure ci-dessous montre comment reproduire les calculs de l’exemple 1.1 :
[image: ]
Calcul de la moyenne et de la variance d’une distribution Voici comment reproduire les calculs du tableau 1.8.
[image: ]
1.7 	RÉSUMÉ
1.	Une variable fait correspondre une valeur à chacune des unités de la population. Une variable est dite quantitative si ses valeurs sont des nombres représentant des quantités ; autrement elle est dite qualitative. Une variable quantitative est dite discrète si ses valeurs sont séparées les unes des autres. Autrement elle est dite continue.
2.	Une distribution est une fonction qui fait correspondre à chaque valeur d’une variable un effectif ou une fréquence. Une distribution cumulative fait correspondre à chaque valeur x d’une variable l’effectif cumulé ou la fréquence cumulée jusqu’au point x.
	Lorsque les données sont groupées en intervalles, on fait correspondre un effectif ou une fréquence aux intervalles.
3.	Une distribution est généralement représentée graphiquement par un diagramme à bâtons, un histogramme, un polygone des fréquences, ou une moustache.





4.	La moyenne arithmétique est définie par  = (1/n) pour une série de données et par  =  =  pour une distribution. Dans le cas d’une distribution, les yi représentent soit les points-milieux, soit les valeurs elles-mêmes, selon que les valeurs sont groupées en intervalles ou non.
5.	La médiane d’une série de données est le centre de la série lorsque les données sont placées en ordre ; lorsque le nombre de données est pair, la médiane est la moyenne arithmétique des données centrales. 




6.	La variance est définie par  =  pour une série de données et par  =  pour une distribution. L’écart-type est la racine carrée de la variance. Elle peut également être calculée à l’aide de la formule  =  pour une série de données et par  =  pour une distribution. 

[bookmark: _GoBack]7.	L’écart-type corrigé est défini par s =.



8.	Si Y = a + bX , alors  = a + b et y = |b|x. La cote Z, définie par
Z = (X -)/, est de moyenne nulle et de variance 1.
1.8 	EXERCICES
1.1	Calculez la moyenne arithmétique, la médiane et l’écart-type des données suivantes. 
2   2   3   3   3   3   4   4   4   4   5   5.
1.2	Laquelle des deux séries suivantes semble plus dispersée ? Confirmez votre réponse en calculant les écarts-types.
A :   50   59   60   61   70
B :   18   19   20   21   22.
1.3	Laquelle des deux séries suivantes semble plus dispersée ? Confirmez votre réponse en calculant les écarts-types.
A :   30   40   50   60   70
B :   10   29   30   31   50.
1.4	Laquelle des deux variables suivantes vous semble la plus dispersée ? Justifiez vos réponses à l’aide de graphiques et des deux écarts-types :
	x
	1
	2
	3
	4
	5
	Total

	Effectif
	6
	2
	4
	2
	6
	20



	y
	4
	5
	6
	7
	8
	Total

	Effectif
	2
	4
	8
	4
	2
	20





1.5	Déterminez la moyenne arithmétique, la médiane et l’écart-type de la distribution suivante :
	y
	3
	6
	8
	9
	11
	Total

	Effectif
	5
	7
	3
	4
	1
	20


1.6	Déterminez la moyenne arithmétique, la médiane et l’écart-type de la distribution suivante :
	y
	3
	6
	8
	9
	11
	Total

	Fréquence
	0,2
	0,4
	0,2
	0,1
	0,1
	1


1.7	La moyenne et la variance d’une série de températures quotidiennes, en degrés Celsius, sont respectivement 18 et 25. Déterminez la moyenne, la variance et l’écart-type de la même série, exprimée en degrés Fahrenheit. [La relation entre le nombre C de degrés Celsius et le nombre F de degrés Fahrenheit est F = 32+9C/5 ]. 
1.8	Un médecin vous dit que votre pression intraoculaire est de 23. Pour une population de 100 000 personnes de votre âge, la pression moyenne est de 17 avec un écart-type de 2,1. Votre pression est-elle excessive?
1.9	Soit X le revenu des corporations multinationales dont le siège social est situé au Canada ; et soit Y le revenu annuel des petites et moyennes entreprises du Canada. D’après vous, l’écart-type de X est-il supérieur ou inférieur à celui de Y ? Discuter.
1.10	Soit A la série des 365 températures quotidiennes à Montréal (d'une année donnée) et B la série des 365 températures quotidiennes à Miami (même année). D’après vous, laquelle des deux séries a la plus grande variance ?
1.11	Considérons les variables X et Y, où X représente la proportion quotidienne de garçons parmi les nouveau-nés d’un petit hôpital et Y la proportion quotidienne parmi tous les nouveau-nés canadiens. D’après vous, laquelle des deux variables a le plus grand écart-type ? Discuter.
1.12	Calculez approximativement la moyenne et l’écart-type de la variable présentée au tableau 1.2. [Les résultats que vous obtiendrez sont approximatifs ; vous les comparerez aux valeurs exactes, qui sont : moyenne = 36,73 et écart-type = 20,15.]
1.13	Calculez approximativement la moyenne et l’écart-type de la variable dont la distribution est présentée au tableau 1.3. [Les résultats que vous obtiendrez sont approximatifs ; comparez-les aux valeurs exactes calculées à partir des données brutes : moyenne = 79 872,68 ; écart-type = 15 412,26.]
1.14	Les moustaches suivantes représentent la distribution de l’âge d’un groupe de 300 personnes interrogées sur leur choix de voiture, les réponses étant 1 = petite ; 2 = moyenne ; 3 = grosse ; 4 = autres.
[image: ]
Source : Research Institute of Gender and Health, the University of Newcastle. Disponible sur OzDASL
	Décrivez ce que ces moustaches vous disent à propos des quatre populations.
1.15	L’étude décrite au numéro précédent a également posé la question « Quelle est l’importance de la sécurité dans votre choix de voiture ? ». Les réponses vont de 1 = Pas important à 4 = Très important. Les moustaches suivantes présentent la distribution de l’âge pour chaque groupe. Une particularité de ce graphique : la largeur du rectangle représente le nombre de répondants dans le groupe (proportionnelle à la racine carrée du nombre).
[image: ]
	La distribution des réponses est la suivante :
	Réponse
	1 (Pas important)
	2 (Peu important)
	3 (Important)
	4 (Très important)

	Effectif
	2
	17
	87
	194


	Le graphique ainsi que le tableau montrent que les données de la population « 1 » sont trop peu nombreuses pour être retenues. Décrivez ce que disent les trois autres moustaches.
Méthodes statistiques	
10

	Chapitre 1 Statistique descriptive
9




Effectif	Stratégie	Sciences économiques	Sciences comptables	Relations humaines	Marketing	Management	Finance	Études urbaines	14	24	39	29	18	43	14	19	Département
Effecvtif

0	1	2	3	0.5	0.22	0.22	0.05	1.1346721161298139E-2	1.1468613602622486E-2	1.1510603811653673E-2	1.1264251182409547E-2	1.1018502728834933E-2	1.0882261115359641E-2	1.1008533830287961E-2	1.082939574427721E-2	1.0936032749946341E-2	1.1075144197851824E-2	1.1440368390072729E-2	1.1469821953961512E-2	1.1824775159800689E-2	1.220147868974235E-2	1.2801123041734492E-2	1.3064996765394509E-2	1.3112424555451318E-2	1.3282802094254123E-2	1.3537613182871439E-2	1.3713881434451999E-2	1.3693641549523298E-2	1.3110309940608021E-2	1.2739346079526738E-2	1.2823175453671735E-2	1.3080856376719239E-2	1.3129643562032453E-2	1.3085387694240589E-2	1.3131154001206237E-2	1.3113632906790346E-2	1.3363610590051552E-2	1.3181451625693235E-2	1.2956698276634216E-2	1.2855045720238571E-2	1.2981922610836404E-2	1.3088559616505535E-2	1.3180394318271586E-2	1.2918333121620109E-2	1.3091882582687859E-2	1.3392459978270823E-2	1.4157346375874904E-2	1.3998297130875477E-2	1.398122916821172E-2	1.3920660557342993E-2	1.4173961206786524E-2	1.5073125646939979E-2	1.6155657402790777E-2	1.6564382243216654E-2	1.6682498586606542E-2	1.6336910103644825E-2	1.6678873532589462E-2	1.6315310823459717E-2	1.5999175904386785E-2	1.5859007149059655E-2	1.5471881588818884E-2	1.5020864451527062E-2	1.4875862290843823E-2	1.4212930537470145E-2	1.3551509223270249E-2	1.3046569407474349E-2	1.2828159902945221E-2	1.2515650037889367E-2	1.2256760763502836E-2	1.2252078402064106E-2	1.2155863426694082E-2	1.0143354271544639E-2	9.5613820578857693E-3	9.2808935033141301E-3	8.8409025719909298E-3	8.142475498033333E-3	7.7970380589889934E-3	7.2401391356149321E-3	6.9628225033082393E-3	6.6025827603608195E-3	6.2301084601057519E-3	6.0900907486960004E-3	5.7650442384977411E-3	5.4649199746669144E-3	5.3835073031999713E-3	5.1699312040269516E-3	4.9608864223752835E-3	4.6023081625190263E-3	4.1830102478766628E-3	3.9230636660684826E-3	3.5394121159274148E-3	3.2485015310566687E-3	2.9062360142772751E-3	2.5681997271844764E-3	2.2281998691657586E-3	1.9486175780983903E-3	1.624175243569645E-3	1.2976182941976026E-3	9.239356426035077E-4	7.2682333042473101E-4	5.7185227119452026E-4	4.4044406307533571E-4	3.3486436482785297E-4	2.3260763276269445E-4	1.62372211181751E-4	1.1026205968621231E-4	Âge

Fréquence

2.5	7.5	12.5	17.5	22.5	27.5	32.5	37.5	42.5	47.5	52.5	57.5	62.5	67.5	72.5	77.5	82.5	87.5	92.5	97.5	5.6081477452547893E-2	5.4073760589623418E-2	5.7373795799360368E-2	6.5075570970625038E-2	6.5353872794704532E-2	6.4820274235599898E-2	6.4620398851478397E-2	6.495008866669226E-2	6.9459683656124108E-2	7.9924310269337315E-2	7.9441203399196109E-2	6.9930541063262353E-2	6.1327085908023563E-2	4.5463732551797677E-2	3.4449672707793096E-2	2.7567117720775282E-2	2.0975562171925397E-2	1.2757965101279904E-2	5.0875605059984277E-3	1.2663255838549687E-3	Âge

Fréquence

150	250	350	450	550	650	750	8.77193E-2	0.43859649000000001	0.26315789000000001	0.1754386	1.7543860000000001E-2	0	1.7543860000000001E-2	Prix d'un panier
Fréquence
5 15 25 35 45 55 65 75 85 95 105 115 125 135 145 155 165 175 185 195 205 215 225 235 245 255 265 275 285 295 305 315 325 335 345 355 365 375 385 395 405 415 425 435 445 455 465 475 485 495	0.25	0.15625	8.3333333333333329E-2	9.375E-2	4.1666666666666664E-2	3.125E-2	0	0	0	2.0833333333333332E-2	1.0416666666666666E-2	4.1666666666666664E-2	0	1.0416666666666666E-2	2.0833333333333332E-2	0	2.0833333333333332E-2	1.0416666666666666E-2	0	1.0416666666666666E-2	2.0833333333333332E-2	2.0833333333333332E-2	1.0416666666666666E-2	0	4.1666666666666664E-2	3.125E-2	1.0416666666666666E-2	0	0	0	0	0	2.0833333333333332E-2	0	2.0833333333333332E-2	0	1.0416666666666666E-2	0	0	0	0	0	0	0	1.0416666666666666E-2	0	0	0	0	0	PIB (milliers de dollars)

Fréquence

Fréquence	2.5	7.5	12.5	17.5	22.5	27.5	32.5	37.5	42.5	47.5	0.625	5.2083333333333336E-2	8.3333333333333329E-2	4.1666666666666664E-2	9.375E-2	4.1666666666666664E-2	4.1666666666666664E-2	1.0416666666666666E-2	1.0416666666666666E-2	0	PIB (milliers de dollars)

Fréquence

Salaire	37.5	42.5	47.5	52.5	57.5	62.5	67.5	72.5	77.5	82.5	87.5	92.5	97.5	102.5	107.5	112.5	0	1	6	10	14	12	13	13	10	27	38	30	9	14	3	0	Salaire en 2012 (milliers de dollars)

Effectif
Salaire	37.5	42.5	47.5	52.5	57.5	62.5	67.5	72.5	77.5	82.5	87.5	92.5	97.5	102.5	107.5	112.5	0	1	6	10	14	12	13	13	10	27	38	30	9	14	3	0	Salaire	37.5	42.5	47.5	52.5	57.5	62.5	67.5	72.5	77.5	82.5	87.5	92.5	97.5	102.5	107.5	112.5	0	1	6	10	14	12	13	13	10	27	38	30	9	14	3	0	Salaire en 2012 (milliers de dollars)

Effectif
Femmes	37	42	47	52	57	62	67	72	77	82	87	92	97	102	107	112	0	1.23E-2	3.6999999999999998E-2	6.1699999999999998E-2	9.8799999999999999E-2	0.1111	9.8799999999999999E-2	9.8799999999999999E-2	7.4099999999999999E-2	0.1111	0.19750000000000001	4.9399999999999999E-2	0	3.6999999999999998E-2	1.23E-2	0	Hommes	37	42	47	52	57	62	67	72	77	82	87	92	97	102	107	112	0	0	2.52E-2	4.2000000000000003E-2	5.04E-2	2.52E-2	4.2000000000000003E-2	4.2000000000000003E-2	3.3599999999999998E-2	0.15129999999999999	0.18490000000000001	0.2185	7.5600000000000001E-2	9.2399999999999996E-2	1.6799999999999999E-2	0	Salaire en 2012 (milliers de dollars)
Fréquence
90	100	110	120	130	140	150	160	170	0	2.7499999999999997E-2	4.9999999999999996E-2	0.25	0.3	0.15000000000000002	6.25E-2	3.7499999999999978E-2	0	Pression systolique
Fréquence
2.5	7.5	12.5	17.5	22.5	27.5	32.5	37.5	42.5	47.5	52.5	57.5	62.5	67.5	72.5	77.5	82.5	87.5	92.5	97.5	102.5	110	117.5	122.5	127.5	132.5	137.5	145	0.107	8.4000000000000005E-2	0.1	9.9000000000000005E-2	8.3000000000000004E-2	7.2999999999999995E-2	7.2000000000000008E-2	6.3E-2	5.0999999999999997E-2	4.0999999999999995E-2	3.7000000000000005E-2	0.03	2.6000000000000002E-2	2.3E-2	1.9E-2	1.4999999999999999E-2	1.2E-2	0.01	1.3999999999999999E-2	9.0000000000000011E-3	6.9999999999999993E-3	6.0000000000000001E-3	6.0000000000000001E-3	5.0000000000000001E-3	3.0000000000000001E-3	2.8999999999999998E-3	1.1000000000000001E-3	1E-3	Revenus (000$)

Fréquence
0.50000150321236481	0.19081777759071136	0.15468355876508097	7.026014593185638E-2	5.455458314417911E-2	2.0639105769028415E-2	9.0433255867789462E-3	Nombre de personnes

Fréquence

5	15	25	35	45	55	65	75	85	95	105	115	125	135	145	2.5309875868200798E-2	3.3037593371027303E-2	6.7578836194003067E-2	8.8367090063398768E-2	8.8536534145384094E-2	8.8117593659215662E-2	8.5246383703054984E-2	8.0750111606279193E-2	7.4248528838448805E-2	6.6331354173087526E-2	8.7279445845804812E-2	7.3166888545019695E-2	6.0255116077201396E-2	4.7343210188846095E-2	3.4431437721027795E-2	Salaire familial (000$)
Fréquence

0	0.1	0.2	0.30000000000000032	0.4	0.5	0.60000000000000064	0.70000000000000062	0.79999999999999993	0.89999999999999991	0.99999999999999989	1.0999999999999697	1.2	1.3	1.4	1.5000000000000002	1.6000000000000003	1.7000000000000004	1.8000000000000005	1.9000000000000021	2.0000000000000004	2.1000000000000005	2.2000000000000006	2.3000000000000007	2.4000000000000008	2.5000000000000009	2.600000000000001	2.7000000000000011	2.8000000000000007	1	0.90483741803595952	0.81873075307798182	0.74081822068171865	0.67032004603564765	0.60653065971261999	0.54881163609404227	0.49658530379141785	0.44932896411723461	0.40656965974059917	0.36787944117145405	0.33287108369809076	0.30119421191221013	0.27253179303401281	0.24659696394160643	0.22313016014842979	0.20189651799465205	0.18268352405273458	0.16529888822158645	0.14956861922263498	0.1353352832366127	0.12245642825298222	0.11080315836233381	0.10025884372280365	9.0717953289412567E-2	8.2084998623898717E-2	7.4273578214333821E-2	6.7205512739749687E-2	6.0810062625217903E-2	61.2	62.2	63.2	64.2	65.2	66.2	67.2	68.2	69.2	70.2	71.2	72.2	73.2	73.7	5.387931034482759E-3	7.5431034482758624E-3	3.4482758620689655E-2	6.3577586206896547E-2	5.1724137931034482E-2	0.12607758620689655	0.14870689655172414	0.12931034482758622	0.17995689655172414	0.10668103448275862	6.8965517241379309E-2	4.4181034482758619E-2	1.8318965517241378E-2	1.5086206896551725E-2	3.9840440842359298E-3	1.0719886505998706E-2	2.470120114126392E-2	4.8743735862980926E-2	8.2376161407214932E-2	0.11922668104457965	0.14778815547224539	0.15689281698703411	0.14264763801017488	0.11107667556857492	7.4075475940630908E-2	4.2307146538892004E-2	2.0693459450426555E-2	1.3655100242997209E-2	Taille (en pouces)
Fréquence
Salaire à l'entrée (ajusté)
17.5	22.5	27.5	32.5	37.5	42.5	47.5	52.5	57.5	62.5	67.5	72.5	77.5	82.5	87.5	92.5	97.5	102.5	107.5	112.5	0	5.0000000000000001E-3	3.5000000000000003E-2	0.115	0.23499999999999999	0.31	0.19	0.1	5.0000000000000001E-3	0	5.0000000000000001E-3	0	0	0	0	0	0	0	0	0	Salaire
Fréquence
Salaires en 2012
17.5	22.5	27.5	32.5	37.5	42.5	47.5	52.5	57.5	62.5	67.5	72.5	77.5	82.5	87.5	92.5	97.5	102.5	107.5	112.5	0	0	0	0	0	5.0000000000000001E-3	0.03	0.05	7.0000000000000007E-2	0.06	6.5000000000000002E-2	6.5000000000000002E-2	0.05	0.13500000000000001	0.19	0.15	4.4999999999999998E-2	7.0000000000000007E-2	1.4999999999999999E-2	0	Salaire
Fréquence
Effectif	Management	Sciences comptables	Relations humaines	Sciences économiques	Études urbaines	Marketing	Finance	Stratégie	43	39	29	24	19	18	14	14	Département
Effectif
Stratégie	Sciences économiques	Sciences comptables	Relations humaines	Marketing	Management	Finance	Études urbaines	14	24	39	29	18	43	14	19	Département
Effectif
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