

Dans ce chapitre nous développons la notion fondamentale de test d’hypothèse, une idée que nous avons effleurée informellement dans les chapitres précédents, en particulier dans la section 6.6, où un test est présenté comme conséquente à un intervalle de confiance. Mais si les tests d’hypothèse et l’estimation, deux aspects de l’inférence statistique, ont beaucoup de points en commun, ils répondent à des préoccupations différentes. Nous nous proposons d’introduire la notion de test d’hypothèse de façon plus formelle et rigoureuse, avec pour support concret deux procédures connues sous le nom de tests du khi-deux : le test d’ajustement et le test d’indépendance. Les deux tests du khi-deux ont ceci en commun qu’ils traitent de données (ou variables) qualitatives ou catégorielles. Par conséquent, les paramètres d’intérêt sont des probabilités, comme ceux que nous avons définis dans le cadre des lois binomiale et hypergéométrique (chapitres 4 et 5) et aussi dans un contexte d’échantillonnage (chapitre 7). 
Dans sa plus simple expression, un problème d’analyse de données qualitatives concerne une proportion p : les unités de l’échantillon appartiennent à l’une ou l’autre de deux catégories avec probabilités p et 1-p. Au chapitre 7, la préoccupation principale était d’estimer p, donc de trouver la valeur la plus vraisemblable (compte tenu des observations) de p, et de quantifier, par une marge d’erreur, la précision de l’estimateur. Un test d’hypothèse concernant p est semblable à une estimation de p, sauf qu’il répond à une question plus pointue, habituellement posée lorsqu’une valeur donnée du paramètre, disons po, revêt une signification particulière. Par exemple, si p est le pourcentage d’électeurs qui voteront pour un certain candidat dans une course à deux, la valeur p = 1/2 a une importance particulière du fait que le candidat gagne ou perd selon que p est supérieure ou inférieure à cette valeur. Lorsqu’un fournisseur garantit un taux de défectuosité de 10 % (ou moins), la valeur
p = 0,10 est significative, et un échantillon est tiré dans le but précis de savoir si cette condition est satisfaite ou pas. Dans des cas comme ceux-ci, bien qu’on veuille bien estimer la valeur de p, l’objectif principal est plutôt de décider, au vu d’un échantillon, si l’hypothèse que p = po est vraie ou pas. L’hypothèse que
p = po est appelée hypothèse nulle et désignée par Ho.
Dans un cas simple comme le dernier exemple, la solution ne nécessite pas de techniques nouvelles puisque les techniques d’estimation suffisent. Supposons, par exemple, qu’un échantillon de 200 pièces électroniques est tiré d’un très grand lot afin de déterminer si le taux de défectuosité p est acceptable, « acceptable » étant défini comme inférieur ou égal à une certaine tolérance, disons 10 %. Supposons qu’on trouve 38 pièces défectueuses dans l’échantillon. Avec les moyens du chapitre 7, on détermine un intervalle de confiance pour p : 0,13 ≤ p ≤ 0,25. Cet intervalle contient la réponse à la question « est-ce que p ≤ 0,10 ? ». La réponse est non : Si on affirme avec 95 % de confiance que p est entre 13 % et 25 %, on affirme du coup que p > 0,10. On a donc effectué un test d’hypothèse.
Les problèmes traités dans ce chapitre sont plus complexes car ils portent sur plusieurs paramètres à la fois, et c’est pourquoi de nouvelles techniques devront être développées. Le test d’ajustement traite d’une généralisation du problème que nous venons d'aborder : il permet de tester simultanément plusieurs hypothèses concernant plusieurs probabilités.
Le test d’indépendance, qui est aussi un test sur des proportions, porte sur la dépendance de deux variables qualitatives, dans le sens défini à la section 2.1. Notre préoccupation ici sera de déterminer si une dépendance observée dans l’échantillon est accidentelle ou si elle reflète une dépendance réelle dans la population.
11.1	Test d’ajustement
Nous commençons par traiter le test d’ajustement dans le cadre d’un exemple concret dans lequel les principales étapes sont justifiées dans ses grandes lignes. Suivra un développement plus général que l’exemple aidera à concrétiser.
Exemple - Hypothèse nulle, distribution observée et distribution théorique
Les suicides ont fait l’objet de nombreuses études visant à en déterminer les facteurs déclencheurs. L’une des hypothèses est que le jour de la semaine y est pour quelque chose. Supposons donc qu’on prélève des données afin de vérifier cette hypothèse, de la confronter à une autre, la négation de la première, c’est-à-dire, l’hypothèse que le jour n’a pas d’influence. C’est cette dernière que nous appelons hypothèse nulle, et désignons par Ho. Il est nécessaire, avant de continuer, de formuler Ho de façon plus quantitative :
Ho : La fréquence des suicides est la même pour tous les jours de la semaine.
Notre analyse devrait aboutir à l’une ou l’autre de deux conclusions : soit qu’on rejette Ho, soit qu’on l’accepte. La conclusion sera basée sur un échantillon de 780 suicides. Supposons qu’on les classe en 4 catégories, selon le moment de la semaine où le suicide a eu lieu : le début de la semaine (lundi), le milieu de la semaine (mardi à jeudi), la fin de la semaine (vendredi), et le week-end (samedi-dimanche). 
Supposons qu’on obtienne la distribution suivante :
	Jour
	Lundi
	Mardi-jeudi
	Vendredi
	Samedi-dimanche
	Total

	Effectif observé
	110
	320
	100
	250
	780


Cette distribution est appelée distribution observée (et les effectifs sont les effectifs observés). 
Ces effectifs doivent être comparés à ceux qu'on s'attend à observer lorsque 
Ho est vraie. À quoi devrait-on s’attendre ? Si Ho est vraie, les 780 suicides devraient se répartir de façon proportionnelle au nombre de jours : 1/7 le lundi ; 3/7 les mardi-jeudi ; 1/7 le vendredi ; et 2/7 les samedi-dimanche. Cette répartition, appelée distribution théorique, est présentée dans le tableau suivant :
	Jour
	Lundi
	Mardi-jeudi
	Vendredi
	Samedi-dimanche
	Total

	Effectif théorique
	
=111,4
	
= 334,3
	
= 111,4
	
= 222,9
	780


Si Ho est vraie, les effectifs observés devraient être proches des effectifs théoriques. S’ils s’en éloignent trop, c’est que Ho doit être fausse, on la rejette. 
Écart entre les effectifs observés et théoriques
Nous devons donc comparer deux séries d'effectifs : les effectifs observés et les effectifs théoriques. Les voici, côte à côte :
	Jour
	Lundi
	Mardi-jeudi
	Vendredi
	Samedi-dimanche
	Total

	Effectifs observés
	110
	320
	100
	250
	780

	Effectifs théoriques
	111,4
	334,3
	111,4
	222,9
	780



Si Ho est vraie, l'écart entre les deux tableaux devrait être petit. On va donc mesurer l'écart. La mesure de l'écart est une quantité désignée par  et définie par

2
où les Oi sont les effectifs observés et les Ti les effectifs théoriques. 
Dans l’exemple, on a




2 =  +  +  +  = 5,09.
Région critique
Une grande valeur de 2 est une indication que Ho est fausse et devrait donc mener au rejet de Ho. Nous adoptons donc une règle — que l'on définit généralement avant de tirer l'échantillon — qui prend la forme suivante :
On rejettera Ho si 2 > C
pour un certain nombre C. Ce nombre, appelé point critique, reste à déterminer. Pour l'instant, la règle énoncée consiste à dire « on rejettera Ho si 2 est grand ». Il nous reste à préciser que ce l'on entend par « grand ». Nous trouverons le point critique C dans une table, la table de la loi du khi-deux. 
(Le tableau 11.1 en présente une partie.) Ce point dépendra d’un nombre entier  appelé nombre de degrés de liberté, et qui est donné par
 = nombre de cases - 1.

Nous désignerons ce point critique par .

On rejettera donc Ho si 2 > .
L'ensemble des valeurs de 2 pour lesquelles on rejettera Ho est appelé région critique. 
Tableau 11.1 Points critiques pour une variable de loi khi-deux
	
	

	
	

	
	

	
	

	
	


	1
	3,8415
	7
	14,067
	13
	22,362
	19
	30,144
	25
	37,653

	2
	5,9915
	8
	15,507
	14
	23,685
	20
	31,41
	26
	38,885

	3
	7,8147
	9
	16,919
	15
	24,996
	21
	32,671
	27
	40,113

	4
	9,4877
	10
	18,307
	16
	26,296
	22
	33,924
	28
	41,337

	5
	11,071
	11
	19,675
	17
	27,587
	23
	35,173
	29
	42,557

	6
	12,592
	12
	21,026
	18
	28,869
	24
	36,415
	30
	43,773



Dans l’exemple,  = 3 le point critique est  = 7,8147, et la règle est maintenant complètement déterminée :
On rejettera donc Ho si 2 > 7,8147
Puisque 2 = 5,09  7,8147, on ne rejette pas Ho : on ne peut pas affirmer que le taux de suicide varie selon le jour de la semaine. Ce qui veut dire que l’écart entre les deux tableaux (observés et théoriques) pourrait bien être dû au hasard tout seul.
Propriété du point critique
D’où viennent les points critiques du tableau 11.1 ? Quelles sont leurs propriétés ? Nous avons défini ci-dessus une règle à suivre, celle-ci : On calculera 2, et si 2 > 7,8147, on rejettera Ho. Mais le fait de rejeter Ho ne signifie pas nécessairement qu’elle est fausse. Le hasard peut faire que 
2 > 7,8147 même si Ho est vraie. Notre conclusion (« Ho est fausse ») serait alors erronée. Le risque d’une telle erreur ne peut être éliminé.


Mais il peut être contrôlé, c’est-à-dire, on peut choisir le point critique de telle sorte que la probabilité d’une telle erreur soit faible. Et c'est précisément ce qui a régi le choix du point critique =7,8147 : il a été choisi de telle sorte que la probabilité d'une telle erreur soit faible, égale à 0,05 pour être précis. Pour un tableau de k cases, le point critique  (ν = k -1) doit satisfaire

P(2 >  | Ho) ≈ 0,05
Remarque Des deux hypothèses qui se confrontent, nous avons pris pour hypothèse nulle celle selon laquelle le jour de la semaine n’a pas d’effet sur les suicides. Pourquoi pas le contraire ? Pourquoi ne pas dire que Ho est l’hypothèse que le jour de la semaine a une influence sur les suicides ? Le problème avec cette formulation, c’est qu’il ne permet pas de passer à la prochaine étape, qui est de construire des effectifs théoriques. Les effectifs théoriques, rappelons-le, découlent de Ho : ce sont les effectifs auxquels on s’attend lorsque Ho est vraie. Quels sont les effectifs attendus lorsque Ho n'est pas vraie, lorsque les taux de suicide diffèrent selon le jour de la semaine ? Quelles seraient les fréquences lundi ? Vendredi ? Les taux de décès peuvent être différents d'une infinité de façons. Mais ils ne peuvent être égaux que d'une seule façon.

Le modèle
La validité du test d’ajustement repose sur un ensemble de conditions, un modèle. Le simple fait que des données sont alignées dans un tableau ne signifie pas que le test est approprié. Nous exprimons donc la procédure illustrée ci-dessus en des termes plus théoriques ce qui permettra, dans le contexte, de justifier le test :
1.	Les unités échantillonnales sont réparties en k classes 1, 2, … , k. Ces classes sont exhaustives et mutuellement exclusives : chaque unité appartient à l’une et l’une seule des classes. 
2.	Les données de l’échantillon constituent un vecteur d’effectifs observés 
O = [O1, O2, … , Ok ], Oi étant le nombre d’unités appartenant à la classe i. 


3.	Les probabilités p1, p2, … , pk d’appartenance aux classes 1, 2, … , k , respectivement, restent constantes d’une épreuve à l’autre. Puisque les classes sont exhaustives et mutuellement exclusives, on a = 1 et = n. Ces trois premières conditions signifient que O est de loi multinomiale de paramètres n et p1, p2, … , pk (Voir la section 4.6).


4.	L’hypothèse nulle Ho est de la forme 
Ho : p1 = p1o, p2 = p2o, … , pk = pko,

	où p1o, p2o, … , pko sont des nombres fixes qui satisfont la condition
 = 1.
5.	Les effectifs théoriques T1, T2, … , Tk découlent de Ho. Ce sont les effectifs auxquels on s’attend théoriquement lorsque Ho est vraie. Ils devraient donc être proportionnels aux valeurs p1o, p2o, … , pko, c’est-à-dire, Ti = npio. Formellement, Ti est l’espérance de Oi sous Ho : Ti = E(Oi | Ho).
6.	Si Ho est vraie, les effectifs observés devraient être proches des effectifs théoriques. Un écart trop important entre les deux séries d’effectifs est donc un signe que Ho est fausse. Alors, on rejette Ho.

7.	L’écart entre les effectifs observés et les effectifs théoriques est mesuré par la statistique 2 = : plus les Oi diffèrent des Ti, plus 2 sera grand. 



8.	On rejettera donc Ho si 2 est supérieur à un certain point critique , où  est choisi de telle sorte que, lorsque Ho est vraie, la probabilité que 2 soit supérieure à , soit faible, donc égale à un certain nombre  que nous choisirons petit. La probabilité  est appelée le niveau du test :

Niveau d’un test : Probabilité de rejeter Ho lorsque Ho est vraie.



9.	Si O = [O1, O2, … , Ok] est de loi multinomiale, et l’hypothèse 4 est vraie, alors pour une valeur  donnée, le point critique est choisi de telle sorte que P(2 >  | Ho) = , où ν = k-1.
L’hypothèse d’une loi multinomiale
Il faut savoir que les deux conditions qui caractérisent la loi multinomiale —indépendance et probabilités fixes — ne sont pas toujours respectées. Dans l’exemple des suicides, deux observations qui font partie d’un pacte de suicide ne sont pas indépendantes. Dans le même exemple, si l’échantillon de 780 suicides est une réunion de quatre échantillons provenant de quatre pays différents (ou de quatre époques différentes), l’hypothèse que les probabilités sont les mêmes à chaque tirage n’est pas nécessairement vérifiée.
Un autre exemple
Supposons qu’on tire n bulletins de votes dans une élection contestée par quatre partis. Soit O1, O, O3 et O4 le nombre de votes (parmi les n) en faveur des quatre partis, respectivement. Dans quelles conditions ces variables sont-elles de loi multinomiale ? Un échantillon de n = 00 bulletins tirés dans une même boîte contenant 300 bulletins ne satisfait pas la condition d’indépendance (à moins que les tirages se fassent avec remise, ou que la boîte contienne 10 000 bulletins et non 300, rendant les tirages pratiquement indépendants.) L’hypothèse que les quatre probabilités ne changent pas d’une épreuve à l’autre n’est probablement pas vraie si l’échantillon est une réunion de quatre échantillons (disons de 50 chacun) tirés de quatre circonscriptions différentes. Elle est vraie, par contre, si les 00 bulletins sont tirés au hasard de l’ensemble des bulletins des quatre circonscriptions réunies.


Encore un exemple 
On tire un échantillon (à partir des dossiers de la police) de n personnes blessées dans des accidents de voiture. On classe les personnes selon le jour de la semaine où l’accident a eu lieu, ce qui donne les effectifs O1, …, O7. L’indépendance des épreuves est-elle respectée ? Certainement pas si, par exemple, 10 des personnes choisies ont été impliquées dans un même carambolage.

L’interprétation de 
Nous avons fixé  arbitrairement à 0,05, un choix parmi d’autres. Quelles sont les implications de ce choix ? À la base, l’expérience est motivée par une question : est-ce que Ho est vraie ? Est-ce que la probabilité pi est égale à pio pour i = 1,…, k ? Le test doit mener à une conclusion : soit oui, soit non ; on accepte Ho ou on la rejette. Sauf que le « oui » est bien moins sûr que le « non ». En fait, ce n’est pas vraiment un oui : on n’affirme pas que Ho est vraie, on dit simplement qu’on ne peut pas la rejeter, que l’évidence pour ce faire est inadéquate. Donc l’issue d’un test est plutôt « on rejette Ho », ou « on ne rejette pas Ho ». Ni l’une ni l’autre de ces conclusions n’est certaine : dans les deux cas la conclusion peut être erronée. Dans le premier on commet une erreur dite de première espèce : 
Erreur de première espèce : Rejeter Ho lorsque Ho est vraie.
C’est la probabilité de cette erreur qui est fixée à , le niveau du test :
 = Niveau du test
= Probabilité de rejeter Ho si Ho est vraie
= Probabilité d’une erreur de première espèce


L’autre erreur possible consiste à « accepter » Ho quand elle est fausse. C’est l’erreur de seconde espèce :
Erreur de seconde espèce : Accepter Ho quand Ho est fausse.
Nous verrons plus bas qu’on ne peut pas attacher une valeur unique à la probabilité d’une erreur de seconde espèce. Voici un schéma qui décrit la relation entre l’état de la nature et la décision de la statisticienne :
	
	
	État de la nature

	
	
	Ho vraie
	Ho fausse

	Décision de la statisticienne
	Elle rejette Ho
	Erreur de première espèce
Probabilité : 5 %
	Bonne décision 
Probabilité : indéterminée

	
	Elle « accepte » Ho
	Bonne décision
Probabilité : 95 %
	Erreur de seconde espèce
Probabilité : indéterminée


Mise en garde Le test décrit ci-dessus est approximatif et n’est valable que lorsque les effectifs sont importants. Une règle approximative est celle-ci : le test n’est recommandé que lorsque chaque effectif théorique est > 5.

Remarques récapitulatives.
· Rejeter Ho, c’est conclure avec une certaine confiance que Ho est fausse. Ne pas rejeter Ho, c’est être incapable de la rejeter avec confiance — rien de plus. 
· On peut continuer néanmoins à dire qu’on « accepte » Ho à condition de reconnaître que l’emploi du terme est un abus de langage.
· La différence entre la confiance avec laquelle on rejette Ho et celle avec laquelle on l’accepte est particulièrement claire dans le cas simple d’un test sur une proportion basé sur un intervalle de confiance. 
À l’introduction de ce chapitre, nous avons montré ce qu’on pouvait conclure à propos de l’hypothèse que 
p = 0,10 à partir d’un intervalle de confiance. Nous avons vu que l’intervalle de confiance obtenu, soit 
0,13 ≤ p ≤ 0,25 permettait de rejeter Ho avec confiance : si on peut affirmer avec confiance que p est dans l'intervalle [0,13 ; 0,25], on affirme du coup qu'il n'est pas égal à 0,10. Mais que peut-on conclure si l’intervalle contient 0,10 ? Si dans l’exemple, l’intervalle avait été plutôt 0,08 ≤ p ≤ 0,2 ? On ne rejetterait pas l’hypothèse que p = 0,10, mais on ne pourrait pas non plus affirmer que p = 0,10.
· Autre exemple : Vous lancez une pièce de monnaie 1 000 fois pour savoir si la pièce est déséquilibrée. Si vous obtenez FACE 20 fois et PILE 980 fois, vous pouvez être sûr que la pièce est déséquilibrée. Mais si les effectifs sont plutôt 480 et 520 (ou même 495 et 505), pouvez-vous vraiment conclure — avec confiance — que la pièce est équilibrée ? Pas vraiment. C’est-à-dire, vous ne pouvez pas conclure avec confiance que la probabilité de FACE est exactement égale à 0,5. 
· On rejette Ho lorsque l’écart entre les données observées et les données théoriques est trop grand pour être attribué au hasard. Un écart est jugé « trop grand » si
· la probabilité d’un écart aussi important que l’écart observé est trop faible sous Ho, où par « trop faible » nous voulons dire  ou moins.
· La probabilité de rejeter Ho lorsqu’elle est vraie est « contrôlée », dans le sens que la procédure suivie peut être conçue de telle sorte que cette probabilité ne soit pas supérieure à un nombre de notre choix . La probabilité d’« accepter » Ho lorsqu’elle est fausse n’est pas contrôlée. Pourquoi ? Parce que Ho peut être fausse d’une infinité de façons. Par exemple, si Ho est l’hypothèse que p = 1/2, Ho est fausse si 
p ≠ 1/2. Si sans être égal à 1/2, p est proche de 1/2 (Ho « presque » vraie) Ho sera rarement rejetée. Les chances de rejet sont meilleures si p est éloignée de 1/2 (Ho « très fausse »).

Remarques récapitulatives (suite et fin)
· Les résultats de tests d'hypothèses doivent être interprétés avec circonspection lorsqu'ils sont effectués à répétition — par soi-même, ou par la communauté scientifique en général. Par construction, la probabilité d'une erreur de première espèce est faible. Mais comme pour toute expérience aléatoire, un événement peu probable a de bonnes chances de se produire au moins une fois si on répète l'expérience assez souvent. Pour illustrer : Une compagnie contrôle des lots de composants électroniques reçus régulièrement. Le contrôle consiste à tester, à un niveau de 5 %, l’hypothèse que le lot est acceptable (c'est-à-dire, que p, le taux de défectuosité, se situe à un niveau jugé suffisamment faible). Supposons que sur 100 contrôles, l'hypothèse a été rejetée 5 fois. On aura donc déclaré, à 5 reprises, que le lot est inacceptable. Or, ces 5 rejets pourraient bien constituer les 5 erreurs qu'on s'attend à commettre sur 100 essais. L'ensemble des résultats est tout à fait conforme à l'hypothèse qu'aucun des lots n'était inacceptable.


11.2	Test d’indépendance
Reprenons un exemple discuté au chapitre 2 dans lequel on mettait en évidence la dépendance entre deux variables qualitatives, X : la scolarité et Y : l’attitude face à l’avortement. Les données sont les suivantes : 
	
	
	Y : Attitude face à l’avortement
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	Total

	X : Scolarité
	 8
	31
	23
	56
	110

	
	9 — 12
	171
	89
	177
	437

	
	> 12
	116
	39
	74
	229

	
	Total
	318
	151
	307
	776


La présence d’une dépendance est exposée clairement dans les distributions conditionnelles de Y pour chaque niveau de X :
	
	
	Y : Attitude face à l’avortement
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	X : Scolarité
	 8
	0,28
	0,21
	0,51
	1

	
	9 — 12
	0,39
	020
	0,41
	1

	
	> 12
	0,51
	0,17
	0,32
	1

	
	Marginale
	0,41
	0,19
	0,40
	1


La question est de savoir si cette dépendance, évidente au niveau de l’échantillon, est un reflet d’une dépendance réelle, c’est-à-dire, si elle existe aussi dans la population. La logique du test est, à quelques détails techniques près, identique à celle d’un test d’ajustement : On énonce Ho, on construit un tableau d’effectifs théoriques, on mesure l’écart entre les effectifs observés et les effectifs théoriques et on rejette Ho si l’écart est trop grand.
Hypothèse nulle
L’hypothèse nulle est 
Ho : les variables scolarité et attitude face à l’avortement sont indépendantes.
Calcul des effectifs théoriques
Comment déterminer les effectifs théoriques sous cette hypothèse ? Considérons la distribution marginale de la variable Attitude face à l’avortement, présentée dans le tableau suivant :
	
	
	Attitude face à l’avortement
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	X :
Scolarité
	≤ 8
	
	
	
	

	
	9 - 12
	
	
	
	

	
	> 12
	
	
	
	

	
	Marginale
	
= 0,41
	
= 0,19
	
= 0,40
	1


On estime donc que les fréquences des « Pour », « Mixte », et « Contre » sont à peu près de 41 %, 19 % et 40 %, respectivement. Si l'attitude face à l'avortement est indépendante de la scolarité (Ho est vraie), cette même distribution devrait prévaloir à chaque niveau de scolarité. Autrement dit, les distributions conditionnelles de Y, étant donné les valeurs de X devraient être les mêmes, soit 41 %, 19 % et 40 %. On répartit donc l’effectif total de chaque groupe de scolarité selon les fréquences marginales : 
	
	
	Y : Attitude face à l’avortement
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	
	≤ 8
	
×110 = 45,08
	
×110 =21,40
	
×110 = 43,52
	110

	X :
Scolarité
	9 — 12
	
×437 = 179,08
	
×437 = 85,03
	
×437 = 172,89
	437

	
	> 12
	
×229 = 93,84
	
×229 = 44,56
	
×229 = 90,60
	229

	
	Total
	
×776 = 318
	
×776 = 151
	
×776 = 307
	776


Voici donc un tableau qui permet de comparer les effectifs observés aux effectifs théoriques
	
	
	Y : Attitude face à l’avortement
Effectif observé / Effectif théorique
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	
	≤ 8
	31 | 45,08
	23 | 21,40
	56 | 43,52
	110

	X :
Scolarité
	9 — 12
	171 | 179,08
	89 | 85,03
	177 | 172,89
	437

	
	> 12
	116 | 93,84
	39 | 44,56
	74 | 90,60
	229

	
	Total
	318
	151
	307
	776


Mesure de l’écart entre les effectifs observés et les effectifs théoriques
À partir d'ici, les calculs et la logique du test sont pratiquement identiques à ceux de la section précédente. On mesure l’écart entre les effectifs observés et les effectifs théoriques comme avec un test d’ajustement :


Le point critique
On rejettera Ho si 2 est supérieur à un point critique qu'on trouvera ici aussi dans la table de la loi khi-deux. Le nombre de degrés de liberté ν, cependant, se calcule différemment dans le cas d’un test d’indépendance, soit
 = ( - 1)  (c - 1)
[bookmark: _GoBack]où  est le nombre de lignes du tableau et c est le nombre de colonnes.
Le nombre de degrés de liberté est donc 
 = (3-1)(3-1) = 4.

Dans l’exemple, puisque 2 = 17,71 >  = 9,4877, nous rejetons Ho à 5 %. Nous concluons que dans la population il y a vraiment une dépendance entre la scolarité et l’attitude face à l’avortement.
11.3	Le modèle
Une façon de modéliser les variables observées est de considérer les distributions conditionnelles, qui sont alors des vecteurs de loi multinomiale :
	
	
	Attitude face à l’avortement
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	
	≤ 8
	X1
	Y1
	Z1
	110

	Scolarité
	9 — 12
	X2
	Y2
	Z2
	437

	
	> 12
	X3
	Y3
	Z3
	229


Chaque ligne est un vecteur de loi multinomiale :
(X1 ; Y1 ; Z1) ~ (110 ; p1 ; r1 ; s1)
(X2 ; Y2 ; Z2) ~  (437 ; p2 ; r2 ; s2)
(X3 ; Y3 ; Z3) ~  (229 ; p3 ; r3 ; s3).
L’hypothèse nulle s’exprime alors formellement comme
Ho : [p1 ; r1 ; s1] = [p2 ; r2 ; s2] = [p3 ; r3 ; s3].

Chacun de ces vecteurs de probabilités est égal à un même vecteur [p ; r ; s] qui n’est pas spécifié par Ho. On l’estime par les fréquences de la distribution marginale . 
Interprétation des résultats
Tous les commentaires faits plus haut concernant les types d’erreur, les probabilités d’erreur, le niveau du test, etc. demeurent valable dans le cas présent.
Mise en garde Ce test aussi est approximatif et n’est recommandé que lorsque chaque effectif théorique est supérieur à 5. 
Remarque Il est normalement nécessaire de convertir les effectifs en fréquences conditionnelles afin de mettre en 
évidence la dépendance entre les variables. Il serait difficile de percevoir la dépendance à partir d’un tableau comme celui-ci :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
4 300
764
66
5 130

Église Unie
914
1 082
30
2 026

Presbytérienne
70
37
39
146

Total
5 284
1 883
135
7 302
La dépendance devient claire lorsqu’on présente plutôt les fréquences conditionnelles :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
83,8%
14,9%
1,3%
100,0%

Église Unie
45,1%
53,4%
1,5%
100,0%

Presbytérienne
47,9%
25,3%
26,7%
100,0%
Nous devons forcément normaliser les lignes si on veut les comparer. De même pour les colonnes. Ce ne serait pas nécessaire si les effectifs marginaux avaient été égaux, dans un tableau comme le suivant. Les comparaisons auraient pu se faire directement :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
63
24
12
100

Église Unie
25
64
11
100

Presbytérienne
11
12
77
100

Total
100
100
100
300
On peut obtenir des marges égales à droite à partir du tableau initial, en divisant les effectifs par l’effectif marginal de droite (et multipliant par 100), ce qui donnerait ceci :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
83,8
14,9
1,3
100

Église Unie
45,1
53,4
1,5
100

Presbytérienne
47,9
25,3
26,7
100

Total
176,9
93,6
29,5
300
Pour obtenir des marges égales dans la dernière ligne, on peut diviser les données de ce tableau par les sommes des colonnes :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
47,4
15,9
4,4
67,7

Église Unie
25,5
57,0
5,0
87,6

Presbytérienne
27,1
27,1
90,6
144,8

Total
100
100
100
300
Mais alors, ce sont les marges à droite qui ne sont plus égales. Donc on recommence : on divise tout par la marge de droite :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
70,0
23,5
6,5
100

Église Unie
29,1
65,1
5,7
100

Presbytérienne
18,7
18,7
62,6
100

Total
117,9
107,3
74,8
300



Remarque (suite et fin)
Comme les sommes des colonnes ne sont plus égales, on divise tout par la somme des colonnes :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
59,4
21,9
8,7
89,94

Église Unie
24,7
60,7
7,6
93,06

Presbytérienne
15,9
17,4
83,7
117,00

Total
100
100
100
300
Ces opérations peuvent être automatisées, et répétées aussi souvent que nécessaire. Les résultats convergent : les distributions marginales s’approchent de plus en plus de 100, et le résultat final est le suivant :


Religion de l’époux



Catholique
Église Unie
Presbytérienne
Total
Religion de l’épouse
Catholique
63,64
23,95
12,41
100

Église Unie
25,48
63,89
10,63
100

Presbytérienne
10,87
12,17
76,96
100

Total
100
100
100
300
Que reste-t-il des données originales, après toutes ces transformations ? L’information sur les distributions marginales est disparue, mais celle sur la dépendance est intacte et d'une certaine façon, plus visible. Car si les variables étaient totalement indépendantes, les effectifs des cases auraient été identiques, donc toutes égales à 100/3. La dépendance se reflète donc dans l'écart des effectifs par rapport aux effectifs de 100/3.

11.4	Somme de khi-deux
Considérons le tableau suivant, qui présente la distribution des quotients intellectuels (QI) d’un échantillon de 100 étudiants pris dans chacune de quatre universités :
	
	Université
	

	
	A
	B
	C
	D
	Toutes

	QI < 115
	12
	30
	30
	46
	118

	115 ≤ QI <125
	47
	49
	34
	18
	148

	QI ≥125
	41
	21
	36
	36
	134

	Effectif total
	100
	100
	100
	100
	400


Chacune des quatre colonnes est un vecteur de loi multinomiale de paramètre 
n = 100 et de probabilités 

,
respectivement. L’hypothèse d’indépendance stipule que ces quatre vecteurs sont égaux (p = q = r = s), mais ne spécifie par leur valeur. Il peut arriver, cependant, qu’on veuille tester une hypothèse de la forme :
p = q = r = s = po
où po est un vecteur donné. Par exemple,


Ho :


(Pourquoi 1/3? Ces probabilités correspondent à l’hypothèse que, dans chaque université, les QI sont de loi normale de moyenne 120 et d’écart-type 12, ces paramètres étant une norme validée au cours des années sur un très grand nombre d’individus — d’âge et d’éducation comparables à ceux des étudiants de ces universités).
Une façon de tester cette hypothèse consiste à combiner les données des quatre universités en une seule série, soit [118; 148; 134]. Sous Ho, ces effectifs sont de loi multinomiale de paramètres n = 400 et probabilités [1/3 ; 1/3 ; 1/3]. Voici donc les effectifs observés et les effectifs théoriques :
	
	QI < 115
	115 ≤ QI <125
	QI ≥125
	Effectif total

	Observés
	118
	148
	134
	400

	Théoriques
	133,3333
	133,3333
	133,3333
	400


Un test d’ajustement donne une valeur de 2 de 3,38 à 2 degrés de liberté. Le point critique à 5 % étant 5,99, on ne peut pas rejeter Ho.
Une autre approche consiste à effectuer un test d’uniformité dans chaque université séparément. On obtient les résultats suivants :
	
	Université

	
	A
	B
	C
	D

	QI < 115
	33,333
	33,333
	33,333
	33,333

	115 ≤ QI <125
	33,333
	33,333
	33,333
	33,333

	QI ≥125
	33,333
	33,333
	33,333
	33,333

	2
	21,02
	12,26
	0,56
	12,08


L’hypothèse d’uniformité est acceptée à l’université C et rejetée aux trois autres. Mais là nous nous retrouvons avec quatre conclusions alors que nous n’avons qu’une seule hypothèse :

Ho : p = po et q = po et r = po et s = po, où po = .
Rejeter cette hypothèse, c’est conclure qu’au moins l’une de ces affirmations est fausse. Une statistique appropriée est simplement la somme des valeurs de 2 :
2 = 21,02 + 12,26 + 0,56 + 12,08 = 45,92.

Cette somme doit être comparée à un point critique trouvé dans la table de la loi khi-deux à ν degrés de liberté, où ν est la somme des nombres de degrés de liberté des tests individuels, soit 2+2+2+2 = 8. Le point critique est donc 
 = 15,507. Étant donné que 2 = 45,92 > 15,507, on rejette l’hypothèse, pour conclure qu’il n’est pas vrai que la distribution des QI est normale (de moyenne 120 et d’écart-type 12) dans chacune des universités.
Remarque Deux tests ont mené à des conclusions apparemment contradictoires. Le premier, basé sur les quatre échantillons combinés, a donné 2 = 3,38 à 2 degrés de liberté, ce qui ne permet pas de rejeter Ho. Le deuxième, basé sur une somme de khi-deux, a donné 2 = 45,92 à 8 degrés de liberté, menant au rejet de Ho. Lequel faut-il croire ? 
Dans le premier test, lorsqu'on combine les effectifs des quatre universités et qu'on traite les sommes comme un vecteur de loi multinomiale, on admet une hypothèse qui n'est pas nécessairement vraie (et se révèle fausse en fin de compte). C'est l'hypothèse que le vecteur des trois probabilités est le même pour les trois universités. Sans cette hypothèse, le vecteur des effectifs cumulés n'est pas de loi multinomiale. Les écarts par rapport à 1/3, positifs pour certaines universités et négatifs pour d'autres, sont camouflés par les effectifs cumulés.

11.4	Résumé
Test d’ajustement 
1.	Les effectifs observés O1, O2, … , Ok (Oi = n) suivent conjointement une loi multinomiale de paramètres n et p1, p2, … , pk (pi = 1). 
2.	L’hypothèse nulle est Ho : p1 = p1o, p2 = p2o, … , pk = pko, où p1o, … , pko sont des valeurs données (pio = 1). 
3.	Les effectifs théoriques T1, T2, … , Tk sont les espérances des Oi sous l’hypothèse nulle. Donc Ti = npio. 



4.	La statistique 2 = est une mesure de l’écart entre les effectifs théoriques et les effectifs observés. On rejette Ho si 2 > , où  est un point critique basé sur la loi khi-deux à ν = k-1 degrés de liberté, où k est le nombre de cases. 
5.	La probabilité de rejeter Ho lorsqu’elle est vraie (erreur de première espèce) est à peu près 5 %.
Test d’indépendance
1.	Chaque ligne d’un tableau de ℓ lignes et c colonnes peut être considérés comme un vecteur de loi multinomiale.
2.	L’hypothèse nulle Ho — l’indépendance des variables — est l’hypothèse que les vecteurs de probabilités sont égaux.

3.	La suite se déroule comme avec le test d’ajustement. Pour estimer les effectifs théoriques, on calcule la statistique 2, et on rejette Ho si 
2 > , où ν = (ℓ-1)(c-1).
11.5	Exercices
11.1	Voici la répartition, selon le mois, de 1 855 décès choisis au hasard parmi tous les décès qui ont eu lieu en Amérique du Nord en 1976.
	Mois
	Jan
	Fév.
	Mars
	Avril
	Mai
	Juin
	Juil.
	Août
	Sept.
	Oct.
	Nov.
	Déc.
	Total

	Effectif
	157
	142
	158
	152
	156
	153
	158
	159
	153
	157
	152
	158
	1855


a)	Peut-on attribuer les différences uniquement au hasard ? 
b)	Supposons que ces données vous aient été fournies par un assistant en qui vous n’avez pas trop confiance. Les données ont-elles l’air d’avoir été manipulées ?
11.2	Dans une étude célèbre, des données ont été prélevées sur 6 587 suicides en France. Voici la distribution des suicides selon le jour de la semaine :
	Jour
	Lundi
	Mardi
	Mercredi
	Jeudi
	Vendredi
	Samedi
	Dimanche
	Total

	Effectif
	1 001
	1 035
	982
	1 033
	905
	737
	894
	6587


a)	Testez l’hypothèse que les suicides se répartissent uniformément sur les jours de la semaine.
b)	Selon une certaine conjecture, les taux de suicides diminuent à l’approche d’un week-end. Plus précisément, le taux quotidien global pour l’ensemble des jours du vendredi au dimanche est inférieur au taux quotidien global pour l’ensemble des jours du lundi au jeudi. Les données appuient-elles cette conjecture ?
c)	Testez l’hypothèse que chacun des jours du lundi au jeudi a le même taux de suicides.
d)	Testez l’hypothèse que chacun des jours du vendredi au dimanche a le même taux de suicides.
e)	Essayez de résumer en une phrase ou deux l’ensemble des conclusions tirées ci-dessus.
11.3	Un sociologue s’intéresse à la relation entre la couleur de la peau et la mobilité professionnelle. Il prélève un échantillon de 94 personnes de peau pâle, 175 personnes de peau moyenne, et 80 personnes de peau brune. Il construit une mesure de mobilité à l’aide de quoi il classifie ses sujets selon leur mobilité. Voici les résultats.
	
	Couleur de la peau

	Mobilité
	Pâle
	Moyenne
	Brune
	Total

	Grande
	35
	84
	51
	170

	Faible
	59
	91
	29
	179

	Total
	94
	175
	80
	349


	Tester l’hypothèse qu’il n’y a aucune relation entre la couleur de la peau et la mobilité professionnelle avec   0,05.
11.4	Dans une étude sur l’absentéisme scolaire, une des causes d’absence est d’ordre non volontaire : décès, maladie, fatigue excessive, traitement médical. Parmi les 642 répondants à un questionnaire sur les motifs d’absence, 200 se classent dans cette catégorie. On a classifié ces 200 répondants selon le sexe et la cause.
	
	Décès
	Maladie
	Fatigue
	Traitement médical

	Garçons 
	4
	39
	25 
	18

	Filles
	7
	56
	32
	19 


Ces types de causes d’absence sont-ils liés au sexe ?
11.5	Un sociologue a fait subir un test d’estime de soi à 3 750 américains de 
3 religions différentes. Voici les résultats.
	
	
	Religion
	

	
	
	Protestante
	Catholique
	Juive
	Total

	Estime
	Forte
	1 191
	988
	435
	2 614

	de soi
	Faible
	517
	493
	126
	1 136

	
	
	1 708
	1 481
	561
	3 750


a)	Calculez, pour chaque religion, le pourcentage des sujets qui ont une forte estime de soi.
b)	Les différences entre ces pourcentages sont-elles significatives ?
c)	La différence entre les catholiques et les protestants est-elle significative ?
d)	En groupant les protestants et les catholiques, trouvez-vous ceux-ci différents des juifs ?
e)	Résumez vos conclusions.
11.6	Les données du numéro précédent sont celles de la population générale. Les données dans le tableau suivant portent sur une sous-population : ceux qui n’ont pas complété l’école secondaire.
	
	
	Religion
	

	
	
	Protestante
	Catholique
	Juive
	Total

	Estime
	Forte
	330
	234
	89
	653

	de soi
	Faible
	152
	91
	37
	280

	
	
	482
	325
	126
	933


Les conclusions sont-elles les mêmes ici ?
11.7	Une équipe de chercheurs dispose de données sur une population d’accidents : l’ensemble de tous les accidents qui ont eu lieu au Québec en l980 et qui ont entraîné des blessures corporelles. Pour la plupart des variables, il était aisé d’obtenir les données pour la population entière. Pour certaines autres variables, comme celles qui identifiaient la position exacte du véhicule lors de l’accident, il était difficile d’en déterminer les valeurs et on ne pouvait se permettre de le faire pour la population entière. Il a donc fallu prélever un échantillon pour étudier la distribution de ces variables-là. On a prélevé un échantillon de 600 accidents. Malheureusement, l’échantillon n’a pas été prélevé de façon purement aléatoire, ce qui faisait douter de sa représentativité. Pour étudier la question de la représentativité, on a choisi une variable particulière, la variable « gravité de la blessure », dont on connaissait la distribution pour la population entière ainsi que pour l’échantillon. Formulez convenablement l’hypothèse que l’échantillon est représentatif et testez-la. Les distributions sont :
	
	Blessure
	

	
	mortelle
	 très grave
	 grave
	 pas grave
	Total

	Fréquence dans la population
	0,20
	0,30
	0,30
	0,20
	1

	Fréquence dans l’échantillon
	0,10
	0,30
	0,40
	0,20
	1


11.8	[Données du tableau A.11] Faites un test permettant de confirmer ou d’infirmer l’affirmation suivante : il y a une relation entre le fait de croire à l’astrologie et le fait de croire à l’évolution. Il y a plusieurs façons de procéder. Vous devrez exprimer l’hypothèse nulle formellement. Vous pouvez décider de grouper les catégories, mais justifiez votre décision.
11.9	[Données du tableau A.11] Faites un test permettant de confirmer ou d’infirmer l’affirmation suivante : Il y a une relation entre le fait de croire à l’astrologie et le fait de croire que la longueur de la ligne de vie sur la paume contient de l’information sur la durée de vie. Il y a plusieurs façons de procéder. Vous devrez exprimer l’hypothèse nulle formellement. Vous pouvez décider de grouper les catégories, mais justifiez votre décision.
11.10	[Données du tableau A.11] Faites un test permettant de confirmer ou d’infirmer l’affirmation suivante : les gens qui pratiquent leur religion préfèrent épouser des coreligionnaires. Il y a plusieurs façons de procéder. Vous devrez exprimer l’hypothèse nulle formellement. Vous pouvez décider de grouper les catégories, mais justifiez votre décision.
11.11	Un psychologue prétend pouvoir décider si un sujet est schizophrène ou pas en examinant son Électroencéphalogramme (EEG). Pour vérifier cette prétention, on lui présente l’EEG de 50 sujets dont 40 sont en fait des schizophrènes. Se basant sur l’EEG, le psychologue fait un simple diagnostic : schizophrène ou normal. On constate que 34 des 50 diagnostics étaient corrects : 32 correctement classifiés comme schizophrènes et 2 correctement classifiés comme normaux. Deux étudiants A et B se proposent de tester l’hypothèse que l’EEG ne fournit au psychologue aucune information sur la schizophrénie.
	A - L’étudiant A traite le nombre de diagnostics corrects comme une variable binomiale avec n  50 et teste l’hypothèse que p  1/2 (Ayant observé X  34 succès il rejette cette hypothèse et conclut que l’EEG est un bon indice de la schizophrénie).
	B - L’étudiant B dresse les tableaux suivants :
	
	Effectifs observés
	
	
	Effectifs théoriques

	
	Classification du psychologue
	Total
	
	
	Classification du psychologue
	Total

	État du patient
	Correcte
	Incorrecte
	
	
	État du patient
	Correcte
	Incorrecte
	

	Schizophrène
	32
	8
	40
	
	Schizo.
	27,2
	12,8
	40

	Normal
	2
	8
	10
	
	Normal
	6,8
	3,2
	10

	Total
	34
	16
	50
	
	Total
	34
	16
	50


	Il fait ensuite le test d’indépendance classique. Dites pourquoi les deux étudiants se trompent et faites le test correctement.
11.12	On examine les deux premières questions d’un test psychologique en étudiant les résultats obtenus par 80 sujets sur ces deux questions. Parmi ces 80 sujets, 30 ont répondu correctement aux deux questions, 21 ont répondu incorrectement aux deux questions, 9 ont répondu correctement à la première mais pas à la deuxième, et 20 ont répondu correctement à la deuxième mais pas à la première. Trois hypothèses sont formulées ci-dessous. Pour chacune d’elles, dites si vous pouvez la tester avec les données à votre disposition. Si oui, testez-la, après l’avoir formulée correctement. Sinon, expliquez pourquoi les techniques que vous connaissez ne s’appliquent pas.
	HA : la moitié de la population est capable de répondre à la question 1.
	HB : les deux questions mesurent des choses différentes ; elles n’ont rien à voir l’une avec l’autre ; elles sont indépendantes ; on peut être bon dans l’une et pas dans l’autre.
11.13	Pour savoir si une certaine maladie est aussi fréquente chez les hommes que chez les femmes, un chercheur prélève un échantillon de 450 hommes et 450 femmes. Il trouve que 100 hommes et 85 femmes sont atteints de la maladie. Testez l’hypothèse que les hommes et les femmes sont également vulnérables à la maladie.
	Pour tester la même hypothèse, un autre chercheur procède différemment. Il prélève un échantillon de 900 personnes atteintes de la maladie. Parmi celles-ci, il trouve qu’il y a 420 femmes et 480 hommes. Testez l’hypothèse avec ces données.
	La deuxième expérience fournit moins d’information que la première. Comment se fait-il qu’on peut s’en tirer quand même ?
11.14	Pour savoir s’il y a de la discrimination contre les femmes, on prélève les données suivantes sur 1 200 demandes d’admission aux deux universités d’une ville.
	
	
	Résultat de la demande
	

	
	
	Acceptée
	Refusée
	Total

	Sexe de
	Masculin
	416
	184
	600

	l’individu
	Féminin
	184
	416
	600

	
	Total
	600
	600
	1 200


	Peut-on conclure qu’il y a de la discrimination contre les femmes ? Voici les données sur les mêmes 1 200 candidatures, réparties cette fois selon l’université à laquelle la demande est adressée.
	
	Université A

	
	
	Résultat de la demande 
	

	
	
	Acceptée
	Refusée
	Total

	Sexe de
	Masculin
	8
	92
	100

	l’individu
	Féminin
	92
	408
	500

	
	Total
	100
	500
	600



	
	Université B

	
	
	Résultat de la demande
	

	
	
	Acceptée
	Refusée
	Total

	Sexe de
	Masculin
	408
	92
	500

	l’individu
	Féminin
	92
	8
	100

	
	Total
	500
	100
	600


	Vos conclusions changent-elles ?
11.15	On classifie 661 finissants d’une université d’après les secteurs d’emploi et la discipline. Voici les données :
	
	Enseignement
	Fonction publique
	P.M.E.
	Grandes corporations
	

	Génie
	25
	40
	10
	80
	155

	Sciences physique
	38
	40
	25
	75
	178

	Sciences humaines
	51
	45
	15
	78
	189

	Lettres
	65
	50
	4
	20
	139

	Total
	179
	175
	54
	253
	661


	Y a-t-il une relation entre la discipline et le secteur d’emploi ?
11.16	Le tableau ci-dessous donne, pour une population de 87 627 mariages qui ont eu lieu au Canada en 1974, la distribution de la religion de l’époux et de l’épouse.
	
	
	Religion de l’épouse
	

	
	
	Anglicane
	Baptiste
	Catholique romaine
	Église Unie
	

	Religion
de
l’époux
	Anglicane
	7 504
	701
	4 731
	4 680
	17 616

	
	Baptiste
	710
	2 222
	992
	1 050
	4 974

	
	Catholique romaine
	4 589
	914
	26 919
	6 044
	38 466

	
	Église Unie
	4 247
	932
	6143
	15 249
	26 571

	
	Total
	17 050
	4 769
	38 785
	27 023
	87 627


a)	Dressez un tableau qui expose clairement la forte dépendance entre ces deux variables.
b)	Testez l’hypothèse que 50% des femmes Baptistes épousent des coreligionnaires.
c)	Testez l’hypothèse que 50% des mariages entre catholiques et baptistes sont des mariages entre un homme catholique et une femme baptiste.
d)	Testez l’hypothèse que la probabilité qu’un homme épouse une coreligionnaire est la même pour les 4 religions représentées.
e)	Testez l'hypothèse que le pourcentage d'hommes qui épousent une coreligionnaire est de 50 % dans chaque groupe religieux. 
11.17	La distribution suivante a été dressée par Haberman (1978) à partir de données fournies par le National Opinion Research Centre de l’Université de Chicago. Les variables sont le nombre d’années de scolarité (X) et l’attitude face à l’avortement (Y). 
	
	
	Attitude
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	
	 8
	31
	23
	56
	110

	Scolarité
	9 — 12
	171
	89
	177
	437

	
	> 12
	116
	39
	74
	229

	
	Total
	318
	151
	307
	776


a)	Testez l’hypothèse que la scolarité et l’attitude face à l’avortement sont indépendantes.
b)	Les données ci-dessous portent sur deux groupes : des catholiques et des protestants du nord des États-Unis. Voici la distribution pour chaque groupe :
	
	
	Attitude : Catholiques
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	
	 8
	8
	10
	24
	42

	Scolarité
	9 — 12
	65
	39
	89
	193

	
	> 12
	37
	18
	43
	98

	
	Total
	110
	67
	156
	333



	
	
	Attitude : Protestants
	

	
	
	Pour
	Mixte
	Contre
	

	
	 8
	23
	13
	32
	68

	Scolarité
	9 — 12
	106
	50
	88
	244

	
	> 12
	79
	21
	31
	131

	
	Total
	208
	84
	151
	443


La conclusion en a) doit-elle être modifiée ?
11.18	Il existe une méthode qu’on propose aux couples pour augmenter leurs chances d’avoir un enfant du sexe de leur choix. Voici les données sur 48 couples qui ont essayé la méthode.
	
	
	Les parents ont eu
	

	
	
	une fille
	un garçon
	Total

	Les parents
	une fille
	19
	 3
	22

	voulaient
	un garçon
	 3
	23
	26

	
	Total
	22
	26
	48


	L’objectif est de déterminer si la méthode en question est efficace, donc de tester l’hypothèse Ho que la méthode est sans effet. 
a)	Effectuer un test d’indépendance à partir du tableau ci-dessus. Selon vous, est-ce que l’indépendance est une formulation correcte de Ho ?
b)	On pourrait songer à compter le nombre de succès (42) parmi les 48, et tester l’hypothèse que la probabilité de succès est 1/2. Cette hypothèse est-elle une autre expression de Ho ? Critiquez cette approche.
11.19	Une usine fabrique des vis qu'elle met dans des boîtes de 100. Soit X le nombre de vis défectueuses dans une boîte. Supposons qu'une longue expérience du procédé de fabrication a permis de dresser la fonction de probabilité suivante :
	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Total

	Fréquence
	0,13
	0,27
	0,27
	0,18
	0,09
	0,04
	0,02
	1


	Un nouveau procédé est considéré, et pour le tester on l'emploie à la fabrication de 100 boîtes de vis. On obtient la distribution suivante : 
	x
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Total

	Effectif
	30
	21
	13
	15
	12
	5
	4
	100



	Le patron de l'usine demande à deux statisticiens de tester l'hypothèse nulle selon laquelle « le nouveau procédé est pareil à l'ancien ». Le statisticien A fait un test basé sur la proportion p de vis défectueuses parmi les 10 000 de l'échantillon. Le statisticien B fait un test basé sur le nombre moyen  de vis défectueuses par boîte. Effectuez les deux tests et commentez.
11.20	Pour comparer deux marques de bière, on fait une expérience avec 
100 amateurs de chaque marque. Chaque groupe affirme connaître la différence entre les deux et préférer nettement la sienne. On demande à chaque sujet d’identifier sa préférence, après avoir goûté les deux. Voici les résultats :
	
	
	Habituellement boivent
	

	
	
	A
	B
	Total

	Ont préféré
	A
	65
	45
	110

	
	B
	35
	55
	90

	
	Total
	100
	100
	200


Tester, si possible, chacune des hypothèses suivantes :
a)	Il n’y a pas de différence discernable entre les deux bières.
b)	Les buveurs de la bière B ne peuvent pas distinguer entre les deux bières.
c)	Les fidèles de la bière A discriminent mieux entre les deux marques que ceux de la bière B. 
11.21	Une étude porte sur la différence entre hommes et femmes quant à l’importance attachée à la couleur lors de l’achat d’une voiture. 
Les réponses vont de 1 = Pas important à 4 = Très important. Voici la distribution
	Sexe
	1
	2
	3
	4

	Femme
	36
	50
	47
	17

	Homme
	45
	57
	40
	8


	Source : Research Institute of Gender and Health, the University of Newcastle. Disponible sur OzDASL
	Peut-on conclure qu’il y a une différence entre homme et femmes quant à l’importance attachée à la couleur ?
11.22	Une étude porte sur la différence entre hommes et femmes quant à l’importance attachée à la facilité de stationnement lors de l’achat d’une voiture. Les réponses vont de 1 = Pas important à 4 = Très important. Voici la distribution :
	Sexe
	1
	2
	3
	4

	Femme
	5
	30
	73
	42

	Homme
	28
	48
	57
	17


	Source : Research Institute of Gender and Health, the University of Newcastle. Disponible sur OzDASL
	Peut-on conclure qu’il y a une différence entre homme et femmes quant à l’importance attachée à la facilité de stationnement ?
11.23	Une étude porte sur la différence entre hommes et femmes quant à l’importance attachée à la climatisation et la servodirection lors de l’achat d’une voiture. Les réponses vont de 1 = Pas important à 4 = Très important. Voici la distribution :
	Sexe
	1
	2
	3
	4

	Femme
	12
	28
	47
	63

	Homme
	21
	44
	47
	38


	Source : Research Institute of Gender and Health, the University of Newcastle. Disponible sur OzDASL
	Peut-on conclure qu’il y a une différence entre hommes et femmes quant à l’importance attachée à la climatisation et à la servodirection ?
11.24	En 1958, une étude sur l’achat des voitures a montré que dans 4 % des cas, c’est la femme du couple qui choisit la voiture à acheter ; dans 31 % des cas, la décision est prise conjointement par la femme et l’homme ; dans 56 % des cas c’est l’homme tout seul qui décide ; et dans 9 % des cas la décision est prise par une tierce personne. On considère que ces pourcentages sont basés sur un très grand échantillon, de sorte qu’on peut les considérer exacts. 
	Une étude semblable, répétée en 2011 sur un échantillon de 200 ménages ayant acheté récemment un voiture, a donné les résultats suivants : le choix a été fait par la femme dans 18 cas ; conjointement par la femme et l’homme dans 75 cas ; par l’homme tout seul dans 92 cas ; et par une tierce personne dans tous les autres cas. Peut-on conclure avec confiance que les choses ont changé depuis 1958 ?
11.25	Reprenez l’exercice précédent, en supposant, cette fois-ci, que l’étude de 1958 était basée sur 200 ménages.
11.26	Pour comparer l’aptitude en mathématiques des Orientaux à celle des Américains de race blanche (Tsang, 1984) a examiné les résultats de 10 097 étudiants orientaux au test de mathématiques du SAT [Scholastic Aptitude Test]. La distribution des scores est donnée dans le tableau suivant, qui présente également la distribution, en fréquences, des scores des Américains de race blanche.
	Score
	Orientaux (effectif)
	Américains blancs (fréquence)

	[bookmark: _Hlk201229341]700 – 800
	601
	0,045

	600 - 690
	 2 001
	0,172

	500 – 590
	3 190
	0,314

	400 – 490
	2 788
	0,301

	300 – 390
	1 309
	0,148

	200 - 290
	208
	0,020

	
	10 097
	1


	Y a-t-il une différence significative entre les Orientaux et les Américains de race blanche ?
11.27	Au numéro précédent, les fréquences concernant les Américains de race blanche sont présentées comme si elles étaient fixes et connues pour la population entière, ce qui n’est pas en fait le cas. Elles sont basées sur un échantillon de 502 990 étudiants dont les effectifs, dans l’ordre des lignes du tableau ci-dessus, sont : 22 564 ; 86 521 ; 158 049 ; 151 466 ; 74 498 ; 9 892. Utilisez ces données pour répondre à nouveau à la question posée au numéro précédent. Une discussion s’impose sur la relation entre les deux tests : a) Est-ce qu’on teste exactement la même chose dans les deux cas ? b) Aurait-on pu prévoir que la conclusion n’aurait pas changé ? c) Pourquoi la différence entre les valeurs de khi-deux calculées ici et au numéro précédent est-elle si minuscule ?
11.28	Des chercheurs en Alberta ont recueilli des données afin d'établir des relations possibles entre le cancer de la prostate et le rapport des sexes (Hill, 1985). Dans les analyses suivantes, un groupe de patients souffrant d'un cancer de la prostate et comparé à un groupe témoin.
a)	Le tableau suivant donne le nombre de garçons et de filles nés de ces sujets, selon le groupe :
	
	Garçons
	Filles
	Tous

	Groupe témoin
	931
	928
	1 859

	Patients
	635
	488
	1 123

	Tous
	1 566
	1 416
	2 982


i)	Tester l'hypothèse que la probabilité d'avoir un garçon n'est pas affectée par le cancer de la prostate.
ii)	Tester l'hypothèse que la probabilité d'avoir un garçon est de 51,3 % chez ceux qui souffrent du cancer et également de 51,3 % dans la population générale (représentée par le groupe témoin).
b)	Les données ci-dessous vise à déterminer si la relation entre le cancer de la prostate et le rapport des sexes existe au sein de deux classes ethniques : d'une part ceux d'origine française ou britannique (les peuples fondateurs) et d'autre part ceux qui ne sont pas d'origine française ou britannique.
Distribution pour les personnes d'origine française ou britannique :
	
	Garçons
	Filles
	Tous

	Groupe témoin
	339
	435
	774

	Patients
	280
	436
	766

	Tous
	619
	921
	1 540


Distribution pour les personnes d'origine autre que française ou britannique :
	
	Garçons
	Filles
	Tous

	Groupe témoin
	284
	485
	769

	Patients
	205
	479
	684

	Tous
	489
	964
	1 453


i)	Tester l'hypothèse que pour les personnes d'origine française ou britannique, la probabilité d'avoir un garçon n'est pas affectée par le cancer de la prostate.
ii)	Tester l'hypothèse que pour les personnes d'origine autre que française ou britannique, la probabilité d'avoir un garçon n'est pas affectée par le cancer de la prostate.
iii)	Tester l'hypothèse que la probabilité d'avoir un garçon n'est affectée par le cancer de la prostate dans aucune des deux classes ethniques.
c)	Tester l'hypothèse que la probabilité d'avoir un garçon est de 51,3 % dans les quatre catégories définies en b) (classe ethnique et état du sujet (cancéreux ou non).
d)	Dans les tableaux suivants, on examine la relation entre le rapport de sexe et l'âge au moment du premier mariage dans le groupe témoin et parmi les patients.
Distribution parmi les patients :
	
	Âge
	

	
	< 21
	21 – 25
	26 – 30
	31 – 35
	36 +
	Tous

	Garçons
	32
	292
	234
	53
	24
	635

	Filles
	22
	237
	172
	44
	13
	488

	Tous
	54
	529
	406
	97
	37
	1 123


	Distribution dans le groupe témoin :
	
	Âge
	

	
	< 21
	21 – 25
	26 – 30
	31 – 35
	36 +
	Tous

	Garçons
	35
	407
	335
	110
	44
	931

	Filles
	32
	357
	373
	121
	45
	927

	Tous
	67
	764
	708
	231
	89
	1 859


i)	Tester l'hypothèse qu'il n'y a aucune relation entre l'âge et le rapport de sexes parmi les personnes souffrant du cancer de la prostate ;
ii)	Tester l'hypothèse qu'il n'y a aucune relation entre l'âge et le rapport de sexes dans la population générale (représentée par le groupe témoin) ;
iii)	Tester l'hypothèse qu'il n'y a aucune relation entre l'âge et le rapport de sexes parmi les personnes souffrant du cancer de la prostate et non plus dans la population générale.
e)	i)	tester l'hypothèse que la probabilité d'avoir un garçon est 0,513 parmi les patients mariés avant leur 21e année ;
ii)	tester l'hypothèse que la probabilité d'avoir un garçon est 0,513 parmi les patients mariés entre leur 25e et 30e années ;
iii)	Le pourcentage de garçons est plus éloigné de 51,3 % pour ceux mariés avant leur 21e année que pour ceux mariés entre leur 25e et 30e années. Pourtant, dans le premier cas on accepte l'hypothèse alors que dans le deuxième on la rejette. Expliquer pourquoi.
iv)	Tester l'hypothèse que dans chaque catégorie d'âge, la probabilité qu'un patient ait un garçon est de 51,3 %.
Méthodes statistiques	
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	Chapitre 11 Tests du khi-deux
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