

Les méthodes exposées au chapitre 1 permettent d’examiner des variables une à la fois. Et parfois, cela suffit. Par exemple, pour bien mener un projet d'aménagement de parcs dans une ville, il pourrait suffire d'étudier la distribution du nombre d'enfants dans les différents quartiers ; ou le coût des terrains disponibles. Il arrive souvent, cependant, qu’on s’intéresse également — on peut même dire surtout — au lien qui pourrait exister entre deux variables. On a déjà effectué des études sur la consommation de sel des Japonais ; et sur la tension artérielle des Ougandais. On a constaté que les Japonais consomment plus de sel que les Ougandais, et qu'il y a plus d’hypertendus au Japon qu'en Ouganda. Ce n'est pas nécessairement inintéressant, mais ce qui est bien plus utile — et qui est l'objectif d'études de ce genre — c’est de savoir qu'il y a plus d’hypertendus (proportionnellement) dans les pays comme le Japon où l’on consomme le plus de sel. C’est la relation entre la consommation de sel et l’hypertension qu’on cherche à révéler lorsqu’on étudie simultanément le comportement de ces deux variables. Une telle relation suggérerait — sans, toutefois, le démontrer — que le sel cause l'hypertension, une hypothèse dont les implications médicales sont évidentes. 
Dans ce chapitre, nous allons préciser la notion de dépendance entre deux variables et présenter quelques façons de la mettre en évidence. Les techniques pour ce faire dépendent de la nature des variables : la dépendance entre des variables qualitatives n’est pas analysée de la même manière qu’avec les variables quantitatives. Nous allons donc les traiter séparément. La notion de dépendance, cependant, est fondamentalement la même dans les deux cas.


2.1 	Distributions à deux variables qualitatives
Considérons un exemple concernant certaines croyances populaires. Les données portent sur un échantillon d’étudiants de l’UQAM à qui on a posé un certain nombre de questions concernant leur opinion sur divers sujets. Entre autres, on leur a demandé s'ils croient à l'astrologie et s'ils croient à la signification de la ligne de vie (sur la paume de la main). Les données ont permis de voir à quel point ces croyances ont encore cours dans la population : 27 % des répondants croient à l'astrologie et 11 % croient qu'une longue ligne de vie laisse présager une longue vie. Mais ce n'est pas tout ce que les enquêteurs cherchaient à savoir. Ce qu'on se demandait, c'est si ces croyances émanaient d'un même schème de pensée qui prédisposaient une personne à adhérer à l'une et à l'autre des deux croyances. Le questionnaire demandait aux répondants de se prononcer sur les énoncés suivants :
Énoncé 1 : 	La longueur de la ligne de vie (sur la paume de la main) nous dit quelque chose sur la durée de notre vie.
Énoncé 2 : 	L’astrologie est une science valable
Les réponses à ces questions sont deux variables, appelons-les X (Réaction à l’énoncé 1) et Y (Réaction à l’énoncé 2). Elles prennent chacune trois valeurs : D’accord, Plus ou moins d’accord, et En désaccord. Les pourcentages annoncés ci-dessus sont issus de la distribution de X et de la distribution de Y, que voici :
	Distribution marginale de X
	X
	Fréquence

	D’accord
	0,111

	Plus ou moins d’accord
	0,211

	En désaccord
	0,678

	Total
	1



	Distribution marginale de Y
	Y
	Fréquence

	D’accord
	0,267

	Plus ou moins d’accord
	0,278

	En désaccord
	0,455

	Total
	1





Mais ces deux distributions ne disent pas tout. Elles permettent de voir ce que pensent les étudiants du sens de la ligne de vie, et ce qu’ils pensent de l’astrologie — deux questions distinctes. Elles ne permettent pas d’exhiber la dépendance entre les variables. L’information la plus complète est donnée par leur distribution conjointe :
Distribution conjointe des variables X : Réaction à l’énoncé 1 et Y : Réaction à l’énoncé 2
	
	
	« L’astrologie est une science valable » (Y)
	

	
	

	D’accord
	Plus ou moins d’accord
	En désaccord
	Total

	« La ligne de vie peut nous dire quelque chose sur la durée de notre vie »
(X)
	D’accord
	4
	3
	3
	10

	
	Plus ou moins d’accord
	4
	7
	8
	19

	
	En désaccord
	16
	15
	30
	61

	
	Total
	24
	25
	41
	90


Les chiffres dans les cases sont encore appelés des effectifs. On peut les transformer en fréquences en les divisant par l’effectif total 90. Voici les résultats :

Distribution conjointe des variables X et Y en fréquences
	
	
	« L’astrologie est une science valable » (Y)
	

	
	
	D’accord
	Plus ou moins d’accord
	En désaccord
	Total

	[bookmark: DDE_LINK1]“ La ligne de vie peut nous dire quelque chose sur la durée de notre vie ”
(X)
	D’accord
	0,044
	0,033
	0,033
	0,111

	
	Plus ou moins d’accord
	0,044
	0,078
	0,089
	0,211

	
	En désaccord
	0,178
	0,167
	0,333
	0,678

	
	Total
	0,267
	0,278
	0,455
	1



Ce tableau contient, dans les marges, la distribution de chacune des variables, X et Y, séparément, présentées ci-dessus. Dans le contexte d'une distribution conjointe, ces deux distributions sont appelées distributions marginales. Ainsi, la distribution marginale de la variable X est tirée de la marge de droite et celle de Y de la marge du bas.
Pour étudier la relation entre les variables X et Y, c’est le tableau des distributions conditionnelles qu’il faut construire. Voyons d’abord ce qu’est une distribution conditionnelle. Le tableau suivant présente la distribution conditionnelle de la variable Y étant donné X = « D’accord » :

	Y
	D’accord
	Plus ou moins d’accord
	En désaccord
	Total

	Effectif
	4
	3
	3
	10

	Fréquence
	0,40
	0,30
	0,30
	1



On obtient ces fréquences — conditionnelles — en divisant chaque fréquence de la 1ère ligne par le total de la 1ère ligne. C’est une distribution en règle : ses valeurs sont bien les valeurs de Y et les fréquences sont bien des fréquences. Sauf que les effectifs (ou fréquences) ne sont pas ceux de la population entière (l’ensemble de tous les répondants), mais sur une partie de la population, définie par la condition « X = " D’accord " ». En d’autres termes, nous examinons l’attitude envers l’astrologie de ceux qui croient à l’utilité de la ligne de vie. Ainsi, parmi ceux qui sont d’accord avec le premier énoncé, 40 % sont d’accord avec le deuxième ; 30 % sont plus ou moins d’accord ; et 30 % sont en désaccord. 


[bookmark: _GoBack]En général : 
La distribution conditionnelle d’une variable Y étant donné une valeur x de X, c’est la distribution de Y dans l’ensemble des unités pour lesquelles X = x.
Dans le tableau ci-dessous, la première ligne est la distribution conditionnelle de Y étant donné X = « D’accord ». La deuxième ligne donne la distribution conditionnelle de Y étant donné X = « Plus ou moins d’accord » : Parmi ceux qui sont « Plus ou moins d’accord » avec le premier énoncé, les fréquences des valeurs de la variable Y sont 0,21 ; 0,37 ; et 0,42. Finalement la troisième ligne présente la distribution de la variable Y pour tous ceux qui sont « En désaccord » avec le premier énoncé. 

Distributions conditionnelles de Y étant donnée X
	
	
	« L’astrologie est une science valable » (Y)
	

	
	
	D’accord
	Plus ou moins d’accord
	En désaccord
	Total

	« La ligne de vie peut 
nous dire quelque chose sur la durée de notre vie »
(X)
	D’accord
	0,40
	0,30
	0,30
	1

	
	Plus ou moins d’accord
	0,21
	0,37
	0,42
	1

	
	En désaccord
	0,26
	0,25
	0,49
	1

	
	Total
	0,27
	0,28
	0,45
	1



Les variables X et Y sont dépendantes, du fait que ces trois distributions conditionnelles sont différentes l'une de l'autre. Pourquoi ? Parce que les différences signifient que la proportion de gens qui sont d’accord avec la proposition sur l’astrologie varie selon — dépend de — leur position concernant la ligne de vie ; et ceci est vrai aussi des proportions des gens qui sont « Plus ou moins d’accord » ou « En désaccord ». On peut résumer, en gros, la nature de la dépendance en disant que les gens qui croient à la signification de la ligne de vie ont tendance à croire à l’astrologie.

Remarque Il est important de ne pas oublier que la conclusion que nous venons d’énoncer ne peut être définitive car elle est basée sur un échantillon de taille modeste. À ce stade, tout ce que nous pouvons affirmer, c’est que les variables X et Y présentent une dépendance dans l’échantillon. Or l’énoncé précédant cette remarque semble naturellement aller plus loin : il affirme l’existence d’un phénomène général. Cette extrapolation est-elle légitime ? C’est ce que nous allons voir au chapitre 11.

Remarque La dépendance se reflète par des différences entre les distributions conditionnelles. Mais les comparaisons peuvent se faire dans deux sens : on peut présenter soit les distributions conditionnelles de Y étant données les valeurs de X (pour voir si « Y dépend de X »), soit l’inverse (« X dépend de Y »). Or, mathématiquement, les deux énoncés sont équivalents : Y dépend de X si et seulement si X dépend de Y. Donc l’une ou l’autre des deux approches expose la dépendance si dépendance il y a. Dans le langage courant, cependant, la distinction n’est pas vide de sens, car lorsqu’on dit « Y dépend de X » on sous-entend que X est la cause et Y l’effet. Auquel cas, il est naturel de préférer présenter les distributions conditionnelles de Y étant données les valeurs de X. Considérez la distribution conjointe suivante (Haberman 1978) :


Attitude face à l’avortement (Y)



Pour
Incertain
Contre


 8
31
23
56
110
Scolarité (X)
9 - 12
171
89
177
437

> 12
116
39
74
229

Total
318
151
307
776
S’il y a une relation de cause à effet entre X et Y, c’est l’attitude qui serait l’effet de la scolarité et non l’inverse. Il semble alors plus naturel de considérer les distributions conditionnelles de Y pour chaque valeur de X, comme ceci :


Attitude face à l’avortement (Y)



Pour
Incertain
Contre


 8
28,2%
20,9%
50,9%
100%
Scolarité (X)
9 - 12
39,1%
20,4%
40,5%
100%

> 12
50,7%
17,0%
32,3%
100%

Total
41,0%
19,4%
39,6%
100%
Ce tableau permet de voir que la proportion de « pour » croît et la proportion de « contre » décroît lorsque le niveau de scolarité augmente.

2.2		Corrélation et droite des moindres carrés
Si le tableau des distributions conditionnelles présente clairement la dépendance entre deux variables qualitatives, il ne peut pas servir à révéler une dépendance entre deux variables quantitatives. Les valeurs des variables quantitatives sont trop nombreuses, d’abord, et donneraient un tableau démesuré ; puis, le fait que les valeurs des variables sont numériques permet une analyse bien plus efficace. Considérons, par exemple, les données concernant le salaire en 2012 (Y, en milliers de $) et l’ancienneté (x) pour un groupe de professeurs (les données sont tirées du tableau A.01). Ces données prennent la forme de deux séries de 200 chiffres dont voici les quelques premiers :
	Ancienneté (x)
	Salaire en 2012 (y)
	Ancienneté (x)
	Salaire en 2012 (y)
	Ancienneté (x)
	Salaire en 2012 (y)
	Ancienneté (x)
	Salaire en 2012 (y)

	17
	69 526
	22
	101 508
	5
	68 334
	22
	80 650

	28
	85 418
	13
	97 734
	11
	80 650
	5
	58 402

	4
	51 647
	17
	89 192
	8
	69 924
	20
	87 007


La présentation privilégiée pour des données de ce genre est le graphique présenté à la figure 2.1, appelé nuage de points, qui donne une première impression nette et visuelle. Le graphique montre clairement qu’il y a une relation entre les deux variables, et que cette relation est croissante : plus l’employé est ancien, plus il gagne. De plus, cette croissance semble linéaire : on pourrait éventuellement tracer une droite autour de laquelle les points se concentrent. 
Il reste à quantifier ces constatations. 
Figure 2.1 Nuage de points
Relation entre l’ancienneté et le salaire en 2012
Données tirées du tableau A.01
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Dans cette section, nous allons
· Pour commencer, définir une façon de mesurer le degré de dépendance, car certaines relations sont très fortes, d’autres moins, et
· S’il se trouve qu’il y a une relation et si, en plus, elle est linéaire, nous voudrons déterminer l’équation de la droite qui exprime Y en fonction
de X. 
Commençons par définir une mesure de dépendance.
Mesure de dépendance

Une mesure imparfaite, la covariance, désignée par Cov(X ; Y) ou , est définie par

Cov(X ; Y) = 
(Voir l’exemple 2.1 ci-dessous pour une illustration du calcul). 
Il existe aussi une version corrigée, Sxy, où l’on divise par n-1 au lieu de n :


S = .
Une forte dépendance entre X et Y est caractérisée par une covariance élevée en valeur absolue. Et deux variables indépendantes ont une covariance nulle. Nous verrons plus bas en quoi cette quantité est une mesure de dépendance. 
Cet indice est imparfait. Pourquoi ? Parce que sa valeur dépend de l’unité de mesure. La covariance entre la taille et le poids de n personnes, par exemple, changera selon que la taille est mesurée en mètres ou en pieds ; et selon que le poids est mesuré en kilogrammes ou en livres.
Figure 2.2 Coefficient de corrélation - Quelques exemples
	r = 1
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	r = -1
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	r = - 0,6
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	r = 0,06
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	r = 0,95
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	r = 0,3
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Coefficient de corrélation
Pour pallier cette difficulté, il convient de normaliser les données, ce qui dans le cas d’une covariance consiste à diviser la covariance par le produit des écarts-types. On obtient ainsi un indice qui ne dépend pas de l’unité de mesure, le coefficient de corrélation r, une mesure définie par


r = = .
Remarque Le coefficient de corrélation est en fait la covariance entre les cotes Z des variables X et Y. C’est ce qui explique que le coefficient de corrélation est indépendant de l’unité de mesure :

  
Propriétés du coefficient de corrélation :
1.	-1  r  1 : le coefficient de corrélation se situe toujours entre -1 et 1 (inclusivement).
2.	|r| = 1 si et seulement si les points du nuage se situent tous sur une même droite. 
3.	Le coefficient de corrélation mesure le degré d’alignement des points du nuage le long d’une droite. Si la droite est de pente positive, r est positif ; si la droite est de pente négative, r est négatif.
4.	Le coefficient de corrélation est élevé (en valeur absolue) dans la mesure où les points du nuage se rapprochent d’une droite non horizontale. Lorsque les points se placent tous sur une même droite, la corrélation est parfaite. Dans ce cas, r = 1 si la droite est de pente positive et r = -1 si la droite est de pente négative.
5.	Lorsque les variables sont indépendantes, le coefficient de corrélation est nul : r = 0. La figure 2.2 montre l’allure du nuage de points correspondant à quelques valeurs de r. 
6.	La réciproque de 5) n’est pas vraie : le coefficient de corrélation peut être faible alors que la relation est en fait très forte. C’est que r est une mesure de dépendance linéaire. Une dépendance forte mais non linéaire peut avoir un coefficient de corrélation relativement faible ou même nul. Voir la figure 2.3.


Figure 2.3 Coefficient de corrélation relativement faible ou nul avec des variables
pourtant fortement dépendantes
	r = 0,7


	r = 0




Remarque Autres versions des formules
Il existe une autre version des formules de sxy et de sx qui facilitent les calculs manuels. Les voici :





 ; σx =  ; et  ; σxy = .



Exemple 2.1 Calcul d’une covariance et d’un coefficient de corrélation
Y a-t-il une relation entre la température (x) et le nombre de cris du criquet (y) ? Les données suivantes ont été prélevées pour répondre à cette question. 
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Le graphique montre qu’il existe effectivement une certaine dépendance. 
[image: ]

Pour mesurer la force de cette dépendance, nous calculons la covariance et le coefficient de corrélation.



r =  =  = 0,6594.



Nous illustrons ici le calcul en détail :
	
	xi 
	yi 
	
xi -
	
 yi -
	
(xi-)2
	
(yi -)2 
	

(xi-) (yi-)

	
	89
	20
	8,2
	3,4
	67,24
	11,56
	27,88

	
	72
	16
	-8,8
	-0,6
	77,44
	0,36
	5,28

	
	93
	20
	12,2
	3,4
	148,84
	11,56
	41,48

	
	84
	18
	3,2
	1,4
	10,24
	1,96
	4,48

	
	81
	17
	0,2
	0,4
	0,04
	0,16
	0,08

	
	75
	16
	-5,8
	-0,6
	33,64
	0,36
	3,48

	
	70
	15
	-10,8
	-1,6
	116,64
	2,56
	17,28

	
	82
	17
	1,2
	0,4
	1,44
	0,16
	0,48

	
	69
	15
	-11,8
	-1,6
	139,24
	2,56
	18,88

	
	83
	16
	2,2
	-0,6
	4,84
	0,36
	-1,32

	
	80
	15
	-0,8
	-1,6
	0,64
	2,56
	1,28

	
	83
	17
	2,2
	0,4
	4,84
	0,16
	0,88

	
	81
	16
	0,2
	-0,6
	0,04
	0,36
	-0,12

	
	84
	17
	3,2
	0,4
	10,24
	0,16
	1,28

	
	86
	14
	5,2
	-2,6
	27,04
	6,76
	-13,52

	Somme
	1212
	249
	0
	0
	642,4
	41,6
	107,8

	Moyenne
	
= 80,8
	
=16,6
	0
	0
	
= 42,8267
	
= 2,7733
	xy = 7,1867

















Remarque Le tableau précédent et le graphique suivant montrent pourquoi la covariance (et par suite le coefficient de corrélation) est une mesure de dépendance. On remarque dans la dernière colonne que les produits sont, pour la plupart, positifs. Ils le sont même lorsque les différences  et , elles, sont négatives. C’est que, lorsqu’il y a une relation positive, une différence  positive a tendance à être accompagnée d’une différence  positive ; et une différence  négative a tendance à être accompagnée d’une différence) négative. Dans les deux cas, le produit) est positif et contribue positivement à la covariance. Lorsqu’il y a une dépendance négative, les paires ont, au contraire, tendance à avoir des signes opposés, et les produits) contribuent à une covariance négative. Lorsqu’il n’y a pas de dépendance, les produits) sont les uns positifs, les autres négatifs, et tendent à s’annuler les uns les autres. Il en résulte une covariance faible en valeur absolue.




Signe du produit selon le quadrant contenant le couple ( ; )
[image: ]
Droite des moindres carrés
Le nuage de points présenté à l’exemple 2.1 montre qu’il y a une relation entre 
X (la température) et Y (le nombre de cris du criquet). On constate, de plus, que la relation est à peu près linéaire, c’est-à-dire que les points du nuage se concentrent autour d’une certaine droite. Nous cherchons alors à déterminer l’équation de cette droite, celle qui, dans un sens que nous définirons bientôt, se rapproche le plus des points et donc exprime le mieux la relation entre X et Y.
L’équation d’une droite 
Rappelons que l’équation d’une droite est de la forme
y = bo + b1x

où les coefficients bo et b1 sont des constantes : bo est l’ordonnée à l’origine (le point où la droite coupe l’axe vertical) et b1 est la pente de la droite.


La droite des moindres carrés
Le problème ici est de trouver les coefficients bo et b1 de la droite qui représente le mieux la relation entre les variables X et Y, soit celle qui s'approche le plus des points du nuage. Pour préciser cette notion, nous définissons une mesure de la distance entre le nuage et la droite : la distance entre les points du nuage et une droite y = bo + b1x est une quantité positive Q définie par :



où . Q est la somme des carrés des distances verticales entre les points du nuage et la droite. La droite des moindres carrés (ou droite de régression) est celle qui minimise Q. Mathématiquement, il s’agit d'un problème classique d’optimisation, soit

Minimiser 


À l’aide du calcul différentiel on obtient les valeurs de bo et b1 qui minimisent Q. Elles sont données par les formules suivantes :



b1 =    et   bo =  - b1

(Une formule équivalente de b1 est b1 = ).
Avec ces valeurs de bo et b1, la droite 
y = bo + b1x
est celle qui minimise la somme des carrés des distances verticales entre les points et la droite. 








Remarque En passant : si on évalue la droite au point x = , on obtient y = bo + b1 = (-) +  = . La droite, donc, passe par le point ( ;) : elle nous fait prédire la moyenne des y par la moyenne des x, ce qui est bien naturel.

Exemple 2.2 Régression du nombre de cris du criquet sur la température
Utiliser les données de l’exemple 2.1 pour déterminer la droite de régression qui permettra de prédire le nombre de cris du criquet (Y) à partir de la température (x). 
On calcule la droite de régression :



b1 =  =  = 0,1678082 ; bo =  = 3,0411.
La droite de régression est donc 
y = 3,0411 + 0,16781x.

Exemple 2.3 Droite de régression : salaire sur l’ancienneté
Le tableau A.01 présente des données sur 200 professeurs d’université. Déterminer la droite de régression permettant de prédire le salaire en 2012 (y) à partir de l’ancienneté (x). 
Le tableau A.01 fournit les données suivantes : 




 = 80,64018 ;  = 238 731 401 ; xy = 127 359,4 ;  = 20,195 ; 
 = 79 872,68.
Nous avons donc

b1 =  = 1 579,354623 ; 


bo = -b1 = 79 872,68 – 1 579,354623(20,195) = 47 978.
La droite de régression est donc 
y = 47 978 + 1 579x.

Exemple 2.3 (suite et fin) Droite de régression : salaire sur l’ancienneté
Le coefficient b1 étant la pente de la droite, il représente le taux d’accroissement du salaire par année d’ancienneté. On estime donc ici que le salaire d’un professeur augmente en moyenne de 1 579 $ par année.
La droite de régression permet d’estimer le salaire d’un professeur à partir de son ancienneté. Par exemple, on estime le salaire d’un professeur avec
13 ans d’ancienneté par y = 47 978 + 1 579,354623 (13) = 68 509 $.


Remarque Il faut prendre garde de ne pas trop arrondir les résultats des calculs intermédiaires, car les erreurs peuvent se multiplier et mener en bout de ligne à des erreurs non négligeables.


2.3	Moyennes ajustées
Lorsqu’on compare des moyennes, on le fait généralement afin d’attribuer les différences à certaines causes. Par exemple, on a, au cours de certaines études, comparé le taux de cancer dans des villes reconnues polluées au taux de cancer dans d’autres villes moins polluées. Ayant trouvé, en moyenne, plus de cancéreux dans les villes polluées, il est naturel de conclure que la pollution cause la maladie, conclusion hâtive si on n’examine pas d’autres possibilités. Il n’y a pas que la pollution qui distingue les villes, et la différence de moyennes pourrait être causée par d’autres facteurs, tels l’âge des habitants ou leur occupation. S’il se trouve que les villes polluées sont aussi celles dont les habitants sont plus vieux, la différence du taux de cancer est peut-être en partie — ou entièrement — due à l’âge et non à la pollution. Comment éliminer l’effet de ce facteur ? La technique consiste à calculer de nouvelles moyennes, appelées moyennes ajustées, qui tentent d’approcher ce qu’auraient été les moyennes (ou taux de décès ici) si les populations des deux catégories de ville (polluées et non polluées) avaient en moyenne le même âge. Les techniques pour ce faire diffèrent selon que la variable à éliminer est qualitative ou quantitative. Nous commençons par le cas d’une variable qualitative.


Ajustement de moyennes pour une variable qualitative
Le calcul des moyennes ajustées est illustré dans les exemples qui suivent. 
Exemple 2.4 Calcul de moyennes ajustées – variable qualitative
Voici le revenu moyen des familles de Québec et de Calgary en 2007 :
Québec :  82 757 $ ; Calgary : 132 189 $.
Donc à Calgary, les revenus sont plus élevés de 49 431$. Mais est-ce parce qu’on paie mieux à Calgary, ou bien est-ce qu’il y a une différence dans la structure des familles qui pourrait expliquer — du moins en partie — la différence des revenus ? En effet, la distribution du type de famille n’est pas tout à fait la même à Québec et à Calgary. Voici comment se comparent les deux distributions : 

Fréquence

Québec
Calgary
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains supérieurs à ceux de l’époux
21,74 %
18,57 %
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains inférieurs à ceux de l’époux
44,1 %
61,43 %
Familles comptant un seul soutien, époux soutien unique
13,66 %
12,38 %
Aucun des époux n’avait des gains
20,5 %
7,62 %
Total
100 %
100 %
Source : Statistique Canada. Tableau 202-0105 : Répartition du revenu total, selon les familles époux-épouse, dollars constants de 2007, CANSIM (base de données), E-STAT (distributeur).  Les données concernant les familles dont la mère est soutien unique ne sont pas disponibles.
On constate qu’à Calgary il y a plus de familles conventionnelles comptant deux soutiens (celles dont les revenus sont élevés, en particulier lorsque l’époux gagne plus que l’épouse), et moins à Québec. Cette différence pourrait donc expliquer, du moins en partie, l’écart de 49 431$ entre les revenus moyens. Nous cherchons à calculer une différence qui ne puisse s’expliquer ainsi.
Rappelons d’abord comment calculer les revenus moyens des familles de Québec. Voici les moyennes, les effectifs et les fréquences pour chaque type de famille :

Moyenne
Effectif
(× 1000)
Fréquence
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains supérieurs à ceux de l’époux
81 500 $
35
0,2174
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains inférieurs à ceux de l’époux
103 500 $
71
0,4410
Familles comptant un seul soutien, époux soutien unique
64 700 $
22
0,1366
Aucun des époux n’avait de gains
51 500 $
33
0,2050
Total

161
1
La moyenne générale est une moyenne pondérée : 
Moyenne pour Québec 
81 500  0,2174 + 103 500  0,4410 + 64 700  0,1366 + 51 500× 0,205 = 82 757$.

 
Exemple 2.4 (suite et fin) Calcul de moyennes ajustées – variable qualitative
Voici les calculs correspondants pour Calgary :

Moyenne
Effectif
(× 1000)
Fréquence
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains supérieurs à ceux de l’époux
112 200 $
39
0,1857
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains inférieurs à ceux de l’époux
141 400 $
129
0,6143
Familles comptant un seul soutien, époux soutien unique
161 200 $
26
0,1238
Aucun des époux n’avait de gains
59 500 $
16
0,0762
Total

210
1
Moyenne pour Calgary 
112200 × 0,1857 + 141400×0,6143 + 161200×0,1238 + 59500×0,0762 = 132 189$.
Les moyennes ajustées sont des moyennes calculées pour Québec et Calgary en utilisant une seule et même pondération. Quelle pondération ? Une pondération naturelle est celle qui représente la réunion des deux populations. Voici comment on calcule la pondération commune :

Effectifs
Fréquence

Québec
Calgary
Total

Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains supérieurs à ceux de l’époux
35
39
74
0,1995
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains inférieurs à ceux de l’époux
71
129
200
0,5391
Familles comptant un seul soutien, époux soutien unique
22
26
48
0,1294
Aucun des époux n’avait des gains
33
16
49
0,1321
Total
161
210
371
1
Les moyennes ajustées de Québec et Calgary sont calculées comme ceci :

Moyennes
Fréquence

Québec
Calgary

Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains supérieurs à ceux de l’époux
81 500 $
112 200 $
0,1995
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains inférieurs à ceux de l’époux
103 500 $
141 400 $
0,5391
Familles comptant un seul soutien, époux soutien unique
64 700 $
161 200 $
0,1294
Aucun des époux n’avait des gains
51 500 $
59 500 $
0,1321
Moyennes
87 224 $
127 320 $
1
Québec : 81500  0,1995 + 103500  0,5391 + 64700  0,1294 + 51500 × 0,1321 = 87 224 $
Calgary : 112200  0,1995 + 141400  0,5391 + 161200  0,1294 + 59500 × 0,1321 = 127 320 $
Les moyennes que nous avons obtenues — présentées dans le tableau ci-dessous en même temps que les moyennes observées — ne sont pas réelles. Elles représentent les moyennes qu’on aurait observées à Québec et à Calgary si la distribution des types de famille avait été la même.

Exemple 2.4 (suite et fin) Calcul de moyennes ajustées – variable qualitative

Québec
Calgary
Différence 
Calgary-Montréal
Moyennes brutes
82 757
132 189
49 431 $
Moyennes ajustées
87 224
127 320
40 096$
Résumons : L’écart entre Québec et Calgary est de 49 431$. Les différences dans les types de famille ont contribué à cet écart. Si on élimine leur effet, on réduit l’écart à 40 096$. C’est l’écart qu’on aurait observé si la distribution des types de famille avait été la même. La différence de 40 096 $ entre Calgary et Québec est ajustée dans le sens qu’elle ne peut être attribuée à une différence dans la nature des familles.  

Remarque On calcule des moyennes ajustées afin de comparer des populations. La différence de 40 096 $ entre les deux moyennes quantifie cette comparaison. Mais le fait que les deux moyennes sont calculées à l’aide d’une pondération essentiellement arbitraire peut déranger. À juste titre. Pour mieux voir l’impact de ce choix, faisons un pas en arrière. Les données fondamentales sont les moyennes et les différences de moyennes présentées dans le tableau ci-dessous : 

Québec
Calgary
Différence
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains supérieurs à ceux de l’époux
81 500
112 200
30 700
Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains inférieurs à ceux de l’époux
103 500
141 400
37 900
Familles comptant un seul soutien, époux soutien unique
64 700
161 200
96 500
Aucun des époux n’avait des gains
51 500
59 500
8 000
La figure 2.4 présente les moyennes des deux villes, dans laquelle on peut aussi voir les différences, soit
Calgary – Québec = 30 700 ; 37 900 ; 96 500 ; 8000,
toutes positives. Ces moyennes contiennent toute l’information pertinente, et les moyennes ajustées n’ont d’autre but que de résumer l’ensemble de ces différences par un seul chiffre, c’est-à-dire, par une moyenne. La différence de 40 096 $ entre les moyennes ajustées est effectivement une moyenne de ces différences, calculée avec la pondération commune :
40 096 $ =  30700  0,1995 + 37900  0,5391 + 96500  0,1294 + 8000 × 0,1321.
Un autre choix aurait donné une réponse différente, de sorte qu’il y a quelque chose d’arbitraire dans le calcul des moyennes ajustées.

Remarque Deux autres approches sont peut-être plus faciles à défendre : on peut pondérer selon les fréquences de Québec, ou pondérer selon les fréquences de Calgary. Dans le premier cas, la moyenne de Québec ne change pas alors que celle de Calgary devient 120 971 $, ce qui a l’avantage d’avoir un sens plus concret : c’est ce qu’aurait été la moyenne de Calgary si ses familles étaient distribuées comme à Québec. Si la distribution des types de familles à Québec était comme celle de Calgary, sa moyenne aurait été de 90 649 $.

Dans certains cas, le choix de pondération peut avoir des effets pervers et faire dire le contraire de ce qui est vrai. Si la moyenne à Calgary avait été inférieure à celle de Québec dans une seule des catégories de famille, on aurait pu faire dire, à dessein ou pas, que la moyenne à Québec est supérieure à celle à Calgary (voir les exercices 2.26 et 2.27). Dans les situations où ceci est possible, les moyennes ajustées sont d’une utilité douteuse et il serait préférable de présenter plutôt les quatre différences.
Figure 2.4 Revenu moyen des familles de Québec et Calgary Selon le type de famille

La situation idéale est celle où les deux lignes sont parallèles, c’est-à-dire que la différence Calgary-Québec est la même dans chaque sous-population. Dans ce cas la conclusion serait non équivoque et facile à énoncer car toutes les pondérations mèneraient à la même différence de moyennes.
Selon qu’elle est ajustée ou pas, la différence entre deux moyennes peut changer de signe, et par conséquent mener à des conclusions contraires. Un exemple célèbre s’est produit dans une étude comparant les taux d’admission (pourcentage de candidats admis) aux études avancées à l’université de Californie Berkeley [Bickel, 1975]. À première vue, on avait conclu à une discrimination contre les femmes du fait que leur taux d’admission était inférieur à celui des hommes : dans l'ensemble des six départements les plus importants, le taux d’admission était de 30,33 % pour les femmes, comparé à 46,02 % pour les hommes. Or une comparaison des moyennes ajustées mène à la conclusion contraire. Voici les données :
	
	Hommes
	Femmes

	Département
	Taux d’admission
	Nombre de demandes
	Fréquence
	Taux d’admission
	Nombre de demandes
	Fréquence

	A
	62 %
	825
	0,319
	82 %
	108
	0,059

	B
	63 %
	560
	0,216
	68 %
	25
	0,014

	C
	37 %
	325
	0,125
	34 %
	593
	0,323

	D
	33 %
	417
	0,161
	35 %
	375
	0,204

	E
	28 %
	191
	0,074
	24 %
	393
	0,214

	F
	6 %
	272
	0,105
	7 %
	341
	0,186

	Total
	
	2590
	1
	
	1835
	1


Voici un résumé des taux d’admission, non ajustés et ajustés :
	
	Hommes
	Femmes
	Différence Hommes-femmes

	Taux moyen
	46,03
	30,35
	15,68

	Taux moyen ajusté
	39,51
	43,73
	-4,22


Donc en définitive, ce sont les femmes qui ont le taux d’admission le plus élevé, compte tenu des départements auxquels elles font la demande, des départements plus exigeants dont le taux d’admission est inférieur. Si leur taux d’admission est globalement inférieur, c’est qu’elles sont plus nombreuses à faire une demande aux départements, tel le département C, dont les taux d’admission sont généralement faibles. Ce paradoxe porte le nom de « paradoxe de Simpson ».
Ajustement de moyennes pour une variable quantitative
Dans l'exemple 2.4, nous avons ajusté les moyennes de manière à éliminer de la comparaison l’effet de la variable « type de famille », une variable qualitative. Comment faire lorsque la variable est quantitative ? L’exemple suivant illustre la méthode.
Exemple 2.5 Calcul de moyennes ajustées — variable quantitative 
Supposons que, dans une population d’employés, nous voulons comparer les salaires moyens des femmes et des hommes. Celui des hommes est de 83 910$, alors que celui des femmes est 73 941$ — un écart de 9 969$. Mais est-ce possible que les hommes gagnent plus uniquement (ou en partie) parce qu’ils ont plus d’ancienneté ? On calcule les moyennes et on trouve en effet les moyennes suivantes :
Ancienneté moyenne
Femmes
Hommes
17,63
21,94
Comment ajuster les moyennes de façon à tenir compte de l’ancienneté ? Une approche graphique pourrait donner une première idée de l’effet de cette variable. La figure 2.5 expose dans un nuage de points la relation entre le salaire et l’ancienneté, en utilisant un symbole différent selon qu’il s’agit d’une femme ou d’un homme. On ne le voit pas si bien, malheureusement, mais si l’on projette les points sur l’axe vertical, on peut constater que ceux qui correspondent aux femmes sont en moyenne inférieurs à ceux qui correspondent aux hommes. 
Figure 2.5 Relation entre le salaire et l’ancienneté
Professeurs d’université
[image: ]

Exemple 2.5 (suite) Calcul de moyennes ajustées — variable quantitative 
Mais on cherche aussi un autre indice : si on fixe une valeur de x (l’ancienneté), les points qui correspondent aux femmes sont-ils plus bas que ceux qui correspondent aux hommes ? En d’autres termes, pour des femmes et des hommes de même ancienneté, les femmes gagnent-elles moins que les hommes ? L’image n’est pas claire et c’est pour cela que nous devons quantifier. Une façon de le faire est de déterminer deux droites de régression, l’une pour les femmes, l’autre pour les hommes. La figure 2.6 présente les deux droites :
Figure 2.6 Droite des moindres carrés
Salaire vs Ancienneté - Hommes et femmes
[image: ]
Femmes : Salaire = 46 792 + 1 540  ancienneté
Hommes : Salaire = 50 275 + 1 533  ancienneté.
On remarque que l’ordonnée à l’origine est plus élevée pour les hommes, et puisque les pentes (1540 et 1533) sont proches, les droites sont « presque » parallèles, celle pour les femmes étant inférieure pour toute valeur raisonnable de x. Maintenant, considérons une personne avec une ancienneté moyenne, disons x = 20,2 ans (la moyenne de l’ensemble de la population.) Voici ce qu’on estime être le salaire moyen d’une femme et d’un homme avec ce même niveau d’ancienneté :
Femmes : Salaire = 46 792 + 1 540  20,2 = 77 900
Hommes : Salaire = 50 275 + 1 533  20,2 = 81 242.
Il y aurait donc une différence de 81 282 – 77 900 = 3 342$ entre hommes et femmes. 
Le tableau suivant résume les calculs que nous avons effectués.

Femmes
Hommes
Différence Hommes-Femmes
Moyennes brutes
73 941
83 910
9 969 $
Moyennes ajustées
77 900
81 242
3 342$
L’écart de 9 969$ entre les hommes et les femmes est en partie dû au fait que les femmes ont moins d’ancienneté, tandis que l’écart ajusté de 3 342$ ne peut pas s’expliquer par la différence d’ancienneté.

Remarque  Le choix x = 20,2, est arbitraire. Dans le cas présent, la comparaison hommes/femmes n'est pas trop affectée par le choix de x: la différence hommes-femmes, évaluée à 3 342 $ en prenant x = 20,2, aurait été évaluée à 3 483 $ si on avait choisi x = 0, et à 3 259 $ avec x = 32. La situation est comparable à celle de l’exemple 2.4: le fait que les droites de régression sont presque parallèles rend les moyennes ajustées fiables (les droites se croisent, mais très loin des valeurs observées de x). Si les droites s’étaient croisées en un point x plus proche des valeurs observées, alors la situation n'aurait pas été simple à décrire. La comparaison aurait été pour certaines valeurs de x en faveur des femmes et pour d'autres, en faveur des hommes. La situation idéale serait celle où les droites sont parfaitement parallèles (idéale dans le sens qu’elle permettrait une description plus parcimonieuse).
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Exemple 2.6 Limites de la technique des moyennes ajustées 
Le tableau ci-dessus présente des données sur le prix (en milliers de dollars) et la surface du plancher de 66 maisons vendues dans une ville américaine. Les maisons sont classées selon qu’elles se situent dans une rue passante ou une impasse.
À première vue, le fait qu’une maison soit en impasse ne semble pas affecter le prix. Voici les prix et les surfaces moyens des deux catégories de maisons :

Moyennes

Surface de plancher
Prix
Rue passante
1 772,45 pi2 
1 209,43
Impasse
1 677,20 pi2
1 029,80
Les maisons dans une impasse étant en moyenne plus petites, il est possible que la différence de prix de 179,63 s’amenuise si on élimine l’effet de la taille. Voici les droites des moindres carrés pour les deux catégories de maison :
Rue passante : 	Prix = -159,7238 + 0,7725(Surface) ;  
Impasse : 	Prix = 300,265 + 0,435(Surface).
La surface moyenne de toutes les maisons de l’échantillon est de 1750,803 pi2. On estime le prix moyen d’une maison ayant cette superficie :
Rue passante : 1 192,71 ; Impasse : 1 061,82.

Exemple 2.6 (suite et fin) Limites de la technique des moyennes ajustées 
La différence s’amenuise en effet de 179,63 à 130,89. Cette différence a cependant un sens très restreint : elle ne s’applique qu’aux maisons de 1 750,803 pi2. On ne peut donc pas affirmer tout bonnement que « le coût supplémentaire à payer pour une maison dans une rue passante est 130 890 $ ». Ce n’est même pas vrai que les maisons en impasse sont toujours moins chères. Si on considère les petites maisons de 1 000 pi2, par exemple, alors on estime que les prix moyens des maisons sont :
Rue passante : 612,741 ; Impasse : 735,265.
Cette fois-ci, ce sont les maisons en impasse qui coûtent plus cher. 
Figure 2.7 Prix des maisons vs la surface
Maisons en impasse et sur rue passante
[image: ]
La figure 2.7 illustre la situation. Lorsque les droites ne sont pas parallèles, l’écart entre les deux varie selon la valeur de x et peut même changer de signe. La situation est un peu trop complexe pour être résumée par une simple différence de moyennes.


Commandes Excel
Calcul des distributions conjointe et conditionnelles 
Le premier tableau présente les effectifs bruts de la distribution conjointe de
X (Scolarité) et Y (Attitude face à l’avortement). Le deuxième exprime les effectifs en pourcentages (distribution conjointe). Le troisième présente les distributions conditionnelles de Y étant donné les valeurs de X.
[image: ]
Voici les commandes qui permettent d’obtenir ces tableaux :
[image: ]

Calcul d’un coefficient de corrélation et des coefficients d’une droite de régression 
Calcul pour les six paires de données x et y inscrites dans les colonnes B et C :
[image: ]
Ce calcul laborieux peut être remplacé par le suivant :
[image: ]
2.4	RÉSUMÉ
1.	La distribution conjointe de deux variables qualitatives X et Y prend la forme d’un tableau dans lequel sont indiquées la fréquence ou l’effectif correspondant à chaque couple (x ; y) de valeurs de X et de Y, respectivement. La distribution marginale de X (ou de Y) est simplement la distribution de X (ou de Y), lorsque celle-ci est tirée d’une distribution conjointe. La distribution conditionnelle de Y étant donné que X = x est la distribution de Y lorsqu’on se limite aux membres de la population pour lesquelles X = x.
2.	La covariance entre deux variables X et Y est définie par

 ;

	la covariance corrigée est sxy = .
3.	Le coefficient de corrélation r est une mesure de dépendance linéaire définie par


r =  = .
4.	La droite des moindres carrés est la droite qui minimise la somme des carrés des distances verticales entre les points d’un nuage et la droite. Les coefficients de la droite des moindres carrés sont donnés par 




b1   = , et bo =  - b1.
5.	On calcule des moyennes ajustées lorsqu’on veut comparer deux populations en éliminant de la comparaison l’effet d’un certain facteur étranger à l’objectif. 
5.1	Lorsque le facteur qu’on veut éliminer est qualitatif, l’ajustement consiste à calculer les moyennes des populations en utilisant une pondération commune ; 



5.2	Dans deux populations, la variable Y dépend de X selon une droite estimée par y = bo+b1x et par y = do+d1x à partir des échantillons 1 et 2, respectivement. Alors la différence de moyennes ajustées est
(bo+b1) - (do+d1), où  est la moyenne de la variable X pour les deux échantillons combinés.
2.5	EXERCICES
2.1	Les données suivantes portent sur l’état matrimonial des adultes au Québec en 2007 (effectifs exprimés en milliers).
	
	
	État matrimonial
	

	
	
	Célibataires
	Marié(e)s
	Veuf(ve)s
	Divorcés
	Total

	Sexe
	Hommes
	6 404
	8 006
	1 261
	972
	16 643

	
	Femmes
	7 397
	7 911
	312
	713
	16 333

	
	Total
	13 801
	15 917
	1573
	1685
	32 976


a)	Déterminer la distribution conjointe des variables « État matrimonial » et « Sexe » en fréquences.
b)	Déterminer la distribution marginale de chacune des deux variables.
c)	Déterminer la distribution conditionnelle de la variable « État matrimonial » étant donné chacune des valeurs de la variable « Sexe ».
d)	Déterminer la distribution conditionnelle de la variable « Sexe » étant donné chacune des valeurs de la variable « État matrimonial ».
e)	Les deux variables sont-elles indépendantes ?
2.2	Les tableaux suivants présentent les distributions conjointes et conditionnelles de l’état matrimonial et du sexe pour l’Île-du-Prince Édouard en 2007. 
	
	Célibataire
	Marié(e)s
	Veuf(ve)s
	Divorcés
	Total

	Femmes 
	0,1940
	0,2339
	0,0461
	0,0285
	0,5025

	Hommes
	0,2346
	0,2304
	0,0092
	0,0233
	0,4975

	Total
	0,4286
	0,4644
	0,0553
	0,0518
	1



	
	Célibataire
	Marié(e)s
	Veuf(ve)s
	Divorcés
	Total

	Femmes 
	0,4527
	0,5038
	0,8334
	0,5498
	0,5025

	Hommes
	0,5473
	0,4962
	0,1666
	0,4502
	0,4975

	Total
	1
	1
	1
	1
	1



	
	Célibataire
	Marié(e)s
	Veuf(ve)s
	Divorcés
	Total

	Femmes 
	0,3861
	0,4656
	0,0917
	0,0566
	1

	Hommes
	0,4715
	0,4632
	0,0185
	0,0468
	1

	Total
	0,4286
	0,4644
	0,0553
	0,0518
	1



	Remplir les espaces blancs :
	i)	 % des hommes sont célibataires.
	ii)	 % des personnes mariées sont des hommes.
	iii)	 % des femmes sont mariées.
	iv)	 % des personnes sont des hommes célibataires.
	v)	 % des célibataires sont des hommes.
	vi)	 % des personnes sont des femmes mariées.
	vii)	 % des personnes sont divorcées.
	viii)	 % des personnes sont des hommes.
2.3	Les données suivantes portent sur un groupe d’étudiants de l’UQAM. Le tableau présente la distribution conjointe de deux variables, où X est la réponse à la question : « Seriez-vous disposé à épouser quelqu’un d’une autre race que la vôtre ? » et Y est la réponse à la question : « Seriez-vous disposé à épouser quelqu’un d’une autre religion que la vôtre ? ».
	
	
	« Seriez-vous disposé à épouser quelqu’un d’une autre religion ? »
	

	
	
	Oui
	Non
	Total

	« Seriez-vous disposé à épouser quelqu’un d’une autre race ? »
	Oui
	13
	6
	19

	
	Non
	11
	48
	59

	
	Tous
	24
	54
	78


	Présentez les données de façon à mettre en évidence la relation qui existe entre ces deux variables. Exprimez en quelques mots la nature de cette dépendance.
2.4	Les données suivantes portent sur un groupe d’étudiants de l’UQAM. Le tableau présente la distribution conjointe de deux variables, où X est la réaction à l’énoncé : l’astrologie est une ânerie ; et Y est la réaction à l’énoncé : on peut communiquer avec les morts. La réponse dénote le degré d’assentiment, 1 dénotant un accord total, 4 un désaccord total. 	
	
	
	« L’astrologie est une ânerie »
	

	
	
	1
	2
	3
	4
	Total

	« On peut communiquer avec les morts »
	1
	1
	1
	4
	2
	8

	
	2
	4
	1
	6
	3
	14

	
	3
	2
	9
	3
	1
	15

	
	4
	8
	7
	4
	3
	22

	
	Total
	15
	18
	17
	9
	59


	Présentez les données de façon à mettre en évidence la relation qui existe entre ces deux variables. Exprimez en quelques mots la nature de cette dépendance. 
2.5	Voici une série de valeurs accouplées x et y :
	x
	4
	6
	8
	12
	15

	y
	5
	12
	9
	12
	22


	Déterminer les moyennes de X et de Y ; les écarts-types de X et Y ; la covariance entre X et Y ; les coefficients b1 et b0 de la droite de régression de Y sur X ; et le coefficient de corrélation r.
2.6	Une usine fabrique des toiles métalliques pour des usines de pâtes et papier. Afin de répartir son personnel, le gérant aimerait prévoir le temps, T, requis pour la finition des toiles. Ce temps pourrait être lié, entre autres variables, à la surface de la toile, S. On a obtenu les données du tableau 1 :
a)	Faire un graphique des données. Tracer la droite de régression. Le modèle est-il raisonnable ?
b)	Quelle variable doit-on utiliser comme variable dépendante ? (Justifier ce choix).
c)	Déterminer l’équation de régression correspondante et le coefficient de corrélation
d)	Quel est le temps moyen de finition pour une toile de 20 m2 ?
Tableau 1 Temps de finition d’une toile (T) et surface de la toile (S) 
	i
	T
	S
	i
	T
	S

	1
	5,50
	9,30
	9
	6,50
	15,80

	2
	5,90
	13,50
	10
	6,50
	14,90

	3
	5,80
	11,10
	11
	7,10
	18,60

	4
	6,30
	14,90
	12
	7,00
	15,80

	5
	7,00
	16,70
	13
	6,90
	16,70

	6
	7,50
	23,20
	14
	6,80
	15,80

	7
	5,50
	11,10
	15
	6,60
	16,70

	8
	7,20
	20,40
	
	
	


2.7	Un professeur au secondaire est responsable de l’enseignement de l’algèbre. Au début de l’année, il fait passer à 20 de ses étudiants un petit test mesurant les habiletés arithmétiques (H) de ses étudiants. À la fin du premier semestre, il examine les résultats (F) de ses étudiants à l’examen d’algèbre. Les résultats sont présentés au tableau 2 :
a)	Faire un graphique des données. Tracer la droite de régression. Le modèle est-il raisonnable ?
b)	Quelle variable doit-on utiliser comme variable dépendante ? (Justifier ce choix).
c)	Déterminer l’équation de régression correspondante et calculer le coefficient de corrélation entre les deux variables
d)	Quelle note à l’examen d’algèbre aurait un étudiant dont la note en début d’année aurait été 25 ?
Tableau 2 Habileté mathématique (H) et résultat à un examen d’algèbre (F) 
	i
	F
	H
	i
	F
	H

	1
	36
	9
	11
	59
	26

	2
	23
	10
	12
	58
	28

	3
	22
	13
	13
	72
	30

	4
	36
	15
	14
	87
	31

	5
	49
	16
	15
	86
	32

	6
	32
	18
	16
	79
	33

	7
	44
	20
	17
	74
	34

	8
	52
	22
	18
	78
	36

	9
	51
	23
	19
	99
	38

	10
	83
	24
	20
	85
	40


2.8	Les données suivantes présentent le nombre de bactéries N encore vivantes après avoir été exposées à des rayons X pendant un temps de durée t. 
	N
	355
	211
	197
	166
	142
	106
	104
	60
	56
	38
	36
	32
	21
	19
	15

	t
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15


a)	Déterminer la droite des moindres carrés pour exprimer N comme fonction linéaire de t. Déterminer le coefficient de corrélation. 

b)	Supposons que le phénomène soit assez bien connu pour savoir que la relation entre N et t est de la forme . De là, on peut conclure que Y = ln N est une fonction linéaire de t. Donc remplacez N par Y et décidez si l’ajustement ici est meilleur.
2.9	[Données du tableau A.06 ; exige un logiciel] Le tableau A.06 en annexe présente des données sur quelques grandes villes du monde. 
a)	Calculer, pour chaque ville, le rapport du revenu des ingénieurs sur le revenu des professeurs. On peut interpréter cette variable comme une mesure de l’importance relative attachée aux ingénieurs. Identifier, à l’aide de la cote Z, les villes où ces valeurs semblent excessivement grandes ou excessivement petites. Dire en une phrase courte ce que ces villes ont de particulier.
b)	Faire un nuage de points qui montre la relation entre le revenu des ingénieurs et ceux des professeurs. Identifiez les villes qui s’écartent du nuage. Que peut-on dire de ces villes ?
2.10	[Données du tableau A.06 ; exige un logiciel] Le tableau A.06 en annexe présente des données sur quelques grandes villes du monde. Réunissez les villes en deux catégories, la catégorie 1 comprenant les villes des classes 1, 2 et 3 ; et la catégorie 2 comprenant toutes les autres villes [La figure ci-dessous montre comment obtenir, dans la colonne G, ces résultats avec Excel lorsque la variable « Classe » est dans la colonne F :
[image: ]
	Déterminer la moyenne et l’écart-type du nombre de jours de vacances des ingénieurs et des professeurs dans chacune des deux catégories. 
2.11	[Données du tableau A.05 ; de préférence, utiliser un logiciel] Le tableau A.05 en annexe présente des données sur la température (en degrés Fahrenheit) de 113 sujets (prise par les sujets eux-mêmes).



a)	Il est bon de vérifier de façon empirique ce qui se démontre formellement. Les températures dans ce tableau sont données en degrés Fahrenheit (x). Convertissez les températures en degrés Celsius (y) et utilisez ces données pour vérifier les propriétés 
, , et . La relation est 
y = -160/9 + (5/9)x.
b)	Dans le même esprit qu’en a), utilisez les données sur la température pour montrer que les cotes Z sont de moyenne nulle et d’écart-type égal à 1.
c)	Utilisant la cote Z, identifiez les individus, s’il y en a, qui ont une température extrême.
d)	Y a-t-il une relation entre la température et le nombre de battements du cœur ? Faites un nuage de points et calculez le coefficient de corrélation. Déterminez la droite de régression permettant de prédire la température à partir du pouls. Quelle température prédirait-on de quelqu’un dont de pouls est 80.
2.12	[Données du tableau A.01 ; de préférence, utiliser un logiciel] Le tableau A.01 présente des données sur les professeurs d’une certaine université.
a)	On veut comparer la moyenne des salaires à l’entrée avec celle des salaires en 2012. 
i)	Vérifiez que pour les salaires en 2012, la moyenne arithmétique est inférieure à la médiane. Faites un histogramme pour montrer les caractéristiques de la distribution qui expliquent ce fait. Essayez d’en trouver une explication concrète (en termes du contexte : salaires de profs, etc.).
ii)	Pour les salaires à l’entrée, c’est le contraire : la moyenne arithmétique est supérieure à la médiane. En avez-vous une explication ? 
b)	Il serait normal d’ajuster un salaire à l’entrée pour tenir compte de l’année où il a été offert. Pour cela, nous devons examiner la relation entre les salaires à l’entrée et la date d’entrée. 
i)	Faites un nuage de points pour exposer la relation entre le salaire à l’entrée et la date d’entrée. 
ii)	Le nuage de points obtenu en i) montre clairement que la relation n’est pas linéaire. Si on suppose que les salaires se sont accrus à un taux constant ces dernières décennies, alors la relation est en fait exponentielle : sal0 = edatEntrée. Auquel cas, ln (sal0) = ln  +  datEntrée). Examinez à l’aide d’un nuage de points la relation entre le logarithme du salaire et la date d’engagement. [Avec Excel, il suffit de créer une nouvelle colonne contenant les logarithmes de sal0, la commande étant ln(sal0)]. 
iii)	Déterminez la droite des moindres carrés qui lie le logarithme du salaire à l’année d’engagement. Estimez le salaire moyen d’un professeur engagé en 1985.
iv)	Montrez que le pourcentage d’accroissement annuel dans une relation de la forme y = ex est de 100(e - 1) %. Estimez le pourcentage annuel d’accroissement (t) à partir des résultats
en iii).
v)	Utilisez le taux d’accroissement t obtenu en iv) pour ajuster les salaires à l’entrée sa10, c’est-à-dire, pour les exprimer en dollars de 2012. Il suffit de multiplier y par (1+t)k, où k est le nombre d’années d’ancienneté, soit la différence entre 2012 et l’année d’engagement. Maintenant calculez l’écart-type et le coefficient de variation des salaires ajustés. Faites un commentaire sur les différences entre ces mesures et celles obtenues pour les salaires non ajustés.
c)	Examinez l’effet de l’expérience sur les salaires à l’entrée. Y a-t-il une forte relation entre ces deux variables ?
d)	Examinez l’effet de l’expérience sur les salaires à l’entrée (comme en c)), mais en utilisant cette fois-ci le salaire ajusté (numéro b)-v)). La relation ici est-elle plus forte qu’en c) ? Pouvez-vous expliquer pourquoi, en mots ?
e)	Examinez la relation entre le salaire en 2012 et l’ancienneté : faites un graphique, déterminez la droite de régression s’il y a lieu, calculez le coefficient de corrélation. D’après la droite de régression, quelle est l’augmentation annuelle du salaire ?
f)	Calculez le coefficient de corrélation entre le salaire en 2012 et le salaire à l’entrée. Expliquez, en termes simples et non techniques, pourquoi le coefficient de corrélation est négatif.
2.13	[Données du tableau A.07 ; exige un logiciel] Le tableau A.07 présente quelques données sur 102 maisons vendues dans quelques secteurs de Montréal. Présentez des tableaux, des graphiques, ou des mesures descriptives qui permettent de confirmer ou d’infirmer les propositions suivantes (pour les besoins de cet exercice, une maison « vieille » est une maison de plus de 10 ans.
a)	Les vieilles maisons coûtent moins cher.
b)	En général, plus une maison est vieille, moins elle coûte cher.
c)	Le prix d’une maison dépend fortement de sa superficie. 
d)	Les maisons qui ont deux salles de bains ou plus coûtent en moyenne 100 000 $ de plus que celles qui en ont moins de deux.
e)	Bien sûr, les maisons qui ont deux salles de bains ou plus coûtent plus que les autres. Mais ces maisons sont aussi plus grandes et la différence est sûrement due en partie à la taille de la maison. Ajustez les moyennes des prix de façon que la différence ne puisse pas être attribuée à la taille de la maison (telle que mesurée par la superficie).
f)	Classez les maisons selon qu’elles sont dans le secteur Nord ou pas. Vérifiez que les maisons dans le secteur Nord sont moins chères, alors qu’en moyenne elles sont plus grandes. Comparez le prix des maisons dans le Nord avec le prix ailleurs, en tenant compte de la superficie. Expliquez le fait que la différence entre les moyennes s’accroît lorsque les moyennes sont ajustées ; et discutez les faiblesses, dans ce contexte, de cet « ajustement » pour comparer les moyennes.
2.14	[Données du tableau A.09] Le tableau A.09 en annexe présente des données sur une expérience dont l’objet est de comparer trois méthodes d’enseignement chez des enfants. L’objectif de cet enseignement est de parfaire la compréhension de texte. Chaque sujet a composé deux pré-tests (A1, A2) avant la période d’apprentissage et 3 post-tests (B1, B2, B3) après. Comparez la méthode 1 (T = 1) à la méthode 2 de deux façons :
a)	Utilisez la moyenne de A1 et A2 comme mesure de compréhension avant la période d’apprentissage (un score élevé signifie une bonne compréhension), et la moyenne de B1 et B2 comme mesure de compréhension après la période d’apprentissage. Comparez les deux groupes par rapport à la différence entre ces deux moyennes (vous supposerez que les scores aux tests A1, A2, B1, B2 sont comparables, de sorte qu’il est raisonnable de les additionner, ou de soustraire l’un de l’autre). À première vue, quelle est la méthode la plus prometteuse ?
b)	Comparez les méthodes 1 et 2 en n’employant cette fois-ci que la variable B3 comme mesure de compréhension après la période d’apprentissage (le test B3 est de nature différente des autres ; il n’a été donné qu’après la période d’apprentissage).
c)	En b), on compare les groupes par rapport à un post-test seulement. Est-ce valable ? Si oui, croyez-vous qu’il y a-t-il un avantage à procéder de cette façon, ou qu’il est préférable d’utiliser la méthode pré-test/post-test ? 
2.15	[Données du tableau A.08] Le tableau A.08 en annexe présente des données sur 28 sujets desquels on a obtenu une mesure de la grosseur du cerveau ainsi que certaines mesures d’aptitude mentale. 
a)	Faites un graphique permettant de voir si la variable Perform, le score de performance, dépend de la taille du cerveau. Vous devriez constater que la relation, si elle existe, est plutôt faible. Déterminer le coefficient de corrélation entre ces deux variables.
b)	Vérifiez que la taille du cerveau est corrélée avec la taille de la personne. Ceci signifie que la grosseur du cerveau devrait être « ajustée » pour tenir compte de la taille de la personne.
c)	Étant donné la constatation faite en b), déterminez la relation entre Perform et Cerveau/Taille (cette dernière variable ajuste le poids du cerveau en l’exprimant comme proportion de la taille de la personne). Y a-t-il une amélioration dans le coefficient de corrélation ?
2.16	[Données du tableau A.10] Le tableau A.10 présente des données démographiques et économiques sur 96 pays.
a)	Le graphique suivant présente la distribution de l’espérance de vie des femmes à la naissance selon la région :
[image: ]

	Faites une brève description verbale des différences entre les régions, et essayez d’expliquer pourquoi les pays présentés nommément se distinguent des autres pays de leur région.
b)	La moustache suivante représente la distribution du pourcentage de femmes actives.
[image: ]
	Commentez.
c)	Faites un graphique pour exposer la relation entre le PIB et l’espérance de vie des femmes à 60 ans. Vous verrez qu’elle est loin d’être linéaire.
d)	Déterminez maintenant la droite de régression permettant de prédire l’espérance de vie des femmes à 60 ans à partir du logarithme du PIB (c’est-à-dire, construisez une colonne contenant x = ln (PIB), puis faites une régression de l’espérance de vie (y)
sur x. 
e)	Montrer par un nuage de points que la relation entre le taux de mortalité infantile et le PIB ne semble pas non plus linéaire.
f)	Supposons que la relation entre y, le taux de mortalité et x, le PIB, est de la forme suivante : y = xβ.
	Il s’ensuit que ln y = ln  +  ln x. Examinez alors le lien entre le logarithme du PIB et le logarithme du taux de mortalité. Vérifiez visuellement que la relation est linéaire et calculez le coefficient de corrélation. Estimez le taux de mortalité d’un pays dont le PIB est de 1 000 $ per capita.


2.17	[Données du tableau A.06] 
	Faites un graphique montrant la relation entre le coût des produits alimentaires (Nour) et les salaires des professeurs (Revprof). Quels sont les villes qui s’écartent du nuage ? Caractérisez-les.
2.18	[Données du tableau A.11] Présentez des données ou des tableaux qui confirment ou infirment les propositions suivantes :
a)	Ceux qui croient à l’évolution n’ont pas tendance à croire à l’astrologie.
b)	Ceux qui vont régulièrement à l’église préfèrent généralement épouser des coreligionnaires.
c)	Ceux qui croient à l’astrologie ont tendance à croire à la valeur de prédiction de la ligne de vie.
2.19	[Données du tableau A.15 ; logiciel nécessaire] Le tableau A.15 en annexe présente un indice calculé par les Nations Unies appelé Indice de développement humain (IDH) pour 120 pays. Les variables sont :
	Pays : Le nom du pays.
	IDH : L’indice de développement humain.
	PIB : PIB par personne : rang du pays (1 = le plus pauvre ;
120 = le plus riche).
	Faites un nuage de points qui présente la relation entre PIB et IDH. Identifiez les pays qui s’éloignent du nuage, et en général faites de votre mieux pour exprimer en mots ce que le graphique vous dit à propos de ces pays. Essayez d’expliquer les raisons de leur écart.
2.20	Le tableau ci-dessous présente les moyennes des salaires au moment de l’engagement et les effectifs d’une population d’employés, classés selon le département et le sexe.

	
	Effectifs
	Moyennes des salaires à l’entrée

	Département
	Femmes
	Hommes
	Tous
	Femmes
	Hommes
	Tous

	Ét.urbaines
	9
	10
	19
	23 861
	19 746
	21 695

	Fin.&Strat
	14
	14
	28
	24 201
	22 685
	23 443

	Management
	12
	31
	43
	29 851
	17 460
	20 918

	Marketing
	12
	6
	18
	25 491
	22 627
	24 537

	Res.humaines
	9
	20
	29
	10 777
	12 166
	11 735

	Sc.comptables
	11
	28
	39
	14 295
	12 708
	13 156

	Sc.économiques
	14
	10
	24
	14 702
	12 905
	13 954

	Total
	81
	119
	200
	20 713
	16 137
	17 990



a)	Calculez la moyenne des salaires à l’entrée des hommes et des femmes.
b)	Calculez des moyennes ajustées permettant de comparer hommes et femmes en éliminant l’effet du département.
c)	Expliquez en vos propres mots ce qui explique la différence entre les moyennes brutes et les moyennes ajustées.
2.21	Le tableau ci-dessous présente les moyennes des salaires en 2001 et les effectifs d’une population d’employés, classés selon le département et le sexe. 
	
	Effectifs
	Moyennes des salaires 

	Département
	Femmes
	Hommes
	Tous
	Femmes
	Hommes
	Tous

	Études urbains 
	9
	10
	19
	70 673
	78 048
	74 555

	Finance & Stratégie
	14
	14
	28
	66 279
	71 909
	69 094

	Management
	12
	31
	43
	70 106
	85 059
	80 886

	Marketing
	12
	6
	18
	61 914
	66 612
	63 480

	Rel. humaines
	9
	20
	29
	88 773
	89 380
	89 192

	Sc. comptables
	11
	28
	39
	86 916
	89 270
	88 606

	Sc. économiques
	14
	10
	24
	77 571
	87 444
	81 685

	Total
	81
	119
	200
	73 941
	83 910
	79 873


a)	Calculez la moyenne des salaires des hommes et des femmes.
b)	Calculez des moyennes ajustées permettant de comparer hommes et femmes en éliminant l’effet du département.
2.22	Les données du tableau A.01 en annexe portent sur une population de professeurs d’université. 
a)	Comparez le salaire à l’entrée des hommes et des femmes en faisant les ajustements nécessaires pour tenir compte de l’expérience. Faites des graphiques si vous trouvez que cela clarifie votre présentation. Exprimez votre conclusion en évitant autant que possible le langage technique.
b)	Refaites l’analyse en a), mais après avoir ajusté les données pour tenir compte de l’inflation : multipliez le salaire à l’entrée par (1,059)k, où k est le nombre d’années d’ancienneté en 2001.
2.23	Le tableau suivant présente les gains des particuliers et les effectifs des régions métropolitaines du Canada en 1995 et en 2007 (en dollars constants de 2007) selon le niveau de scolarité. Comparez les deux années en faisant l’ajustement nécessaire pour tenir compte des changements au niveau de scolarité. Exprimez votre conclusion en évitant autant que possible le langage technique.
	
	Effectifs (en milliers)
	Gains moyens

	Scolarité
	1995
	2007
	1995
	2007

	Primaire, 0 à 8 ans
	129
	60
	21 800
	20 500

	Études secondaires partielles
	400
	330
	13 800
	13 800

	Études secondaires complétées
	503
	306
	22 700
	23 900

	Études postsecondaires partielles
	376
	498
	17 000
	18 200

	Certificat ou diplôme d'études postsecondaires
	576
	583
	29 000
	30 100

	Diplôme universitaire
	207
	246
	33 000
	45 300


2.24	Le tableau suivant présente les gains des particuliers et les effectifs des régions métropolitaines du Canada en 1995 et en 2007 (en dollars constants de 2007) selon l’âge. Comparez les deux années en faisant l’ajustement nécessaire pour tenir compte du changement dans la distribution de l’âge. Exprimez votre conclusion en évitant autant que possible le langage technique.
	Âge
	Effectifs (en milliers)
	Gains moyens

	
	1995
	2007
	1995
	2007

	15-24
	744
	720
	9 900
	9 700

	25-34
	524
	367
	26 300
	29 100

	35-44
	432
	411
	31 800
	37 500

	45-54
	313
	354
	31 200
	36 600

	55+
	192
	255
	27 200
	26 000

	Total
	2205
	2107
	22 618
	24 994


2.25	Le tableau suivant présente le taux de fécondité au Québec (nombre de naissances par 1000 femmes) en 2000 et 2006, selon le groupe d’âge. Comparez le taux de fécondité en 2000 et 2006 en faisant l’ajustement nécessaire pour tenir compte des changements dans la distribution de l’âge.
	
	Taux de fécondité
	Effectif
	Fréquence

	Âge
	2000
	2006
	2000
	2006
	2000
	2006

	15 à 19 ans
	13,8
	9,4
	231 962
	233 578
	0,1227
	0,1256

	20 à 24 ans
	59,5
	52,6
	246 138
	242 413
	0,1302
	0,1304

	25 à 29 ans
	103,5
	111,2
	229 191
	258 925
	0,1213
	0,1393

	30 à 34 ans
	77,8
	103,1
	252 591
	237 687
	0,1336
	0,1278

	35 à 39 ans
	27,1
	40,5
	316 055
	252 880
	0,1672
	0,1360

	40 à 44 ans
	4,4
	6,1
	322 029
	310 703
	0,1704
	0,1671

	45 à 49 ans
	0,1
	0,2
	292 221
	323 028
	0,1546
	0,1737


2.26	Le tableau suivant montre les revenus moyens des familles de St. John’s en Terre-Neuve et de Halifax selon le type de famille. 
a)	Comparez les moyennes dans les deux villes en ajustant de façon à tenir compte de la distribution du type de famille.
b)	Montrez qu’en utilisant une nouvelle pondération, on peut arriver à une conclusion contraire à celle que vous avez trouvée en a)
	
	Moyennes
	Effectifs

	Famille
	St. John's
	Halifax
	St. John's
	Halifax

	Époux-épouse
	57114
	59490
	39590
	76505

	Monoparentale avec père
	39929
	38294
	1015
	1785

	Monoparentale avec mère
	25122
	24922
	6980
	12725


2.27	Le tableau suivant montre les revenus moyens en 2007 des familles de Winnipeg et de Montréal selon le type de famille. 
a)	Comparez les moyennes dans les deux villes en ajustant de façon à tenir compte de la distribution du type de famille.
b)	Montrez qu’en utilisant une nouvelle pondération, on peut arriver à une conclusion contraire à celle que vous avez trouvée en a).
	
	Revenus moyens
	Effectifs (en milliers)

	
	Winnipeg
	Montréal
	Winnipeg
	Montréal

	Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains supérieurs à ceux de l'époux
	104 000
	91 400
	28
	165

	Familles comptant deux soutiens, épouse touchant des gains inférieurs à ceux de l'époux
	108 500
	108 600
	79
	340

	Familles comptant un seul soutien, époux soutien unique
	78 000
	77 500
	20
	93

	Familles comptant un seul soutien, épouse soutien unique
	55 900
	66 100
	11
	43

	Aucun des époux n'avait des gains
	47 200
	44 200
	17
	97

	Total
	93 295
	89 895
	155
	738


2.28	Le tableau suivant présente les revenus et les effectifs de la population active du Canada en 1990 et 1995 (en dollars constants). Comparez les deux années en faisant l’ajustement nécessaire pour tenir compte en même temps des changements dans le niveau de scolarité et dans la distribution de l’âge. Exprimez votre conclusion en évitant autant que possible le langage technique.

	Effectifs 1990
	
	Âge

	
	15-24
	25-34
	35-44
	45-54
	55-64
	65+

	Niveau inférieur à la 9e année
	12 460
	42 645
	92 185
	161 855
	149 570
	26 170

	De la 9e à la 13e année sans certificat d'études secondaires
	123 560
	365 960
	363 435
	289 035
	168 725
	23 785

	De la 9e à la 13e année avec certificat d'études secondaires
	147 820
	379 375
	385 150
	220 505
	88 515
	11 435

	Niveau inférieur au grade universitaire
	278 355
	1 134 340
	1 031 995
	606 315
	252 415
	28 505

	Grade universitaire
	29 805
	438 955
	490 410
	273 430
	87 550
	14 525



	Revenus 1990
	
	Âge

	
	15-24
	25-34
	35-44
	45-54
	55-64
	65+

	Niveau inférieur à la 9e année
	17 087
	24 055
	27 807
	29 587
	29 588
	21 511

	De la 9e à la 13e année sans certificat d'études secondaires
	19 383
	28 507
	32 130
	34 259
	33 350
	26 789

	De la 9e à la 13e année avec certificat d'études secondaires
	20 655
	30 036
	34 798
	37 642
	37 430
	30 775

	Niveau inférieur au grade universitaire
	22 309
	33 326
	39 914
	42 347
	41 167
	33 945

	Grade universitaire
	26 465
	43 207
	59 040
	67 189
	72 474
	61 735



	Effectifs 1995
	
	Âge

	
	15-24
	25-34
	35-44
	45-54
	55-64
	65+

	Niveau inférieur à la 9e année
	9 405
	29 160
	59 470
	117 305
	106 505
	20 780

	De la 9e à la 13e année sans certificat d'études secondaires
	75 305
	234 640
	356 075
	277 965
	141 585
	21 370

	De la 9e à la 13e année avec certificat d'études secondaires
	923 90
	285 205
	406 965
	280 965
	82 770
	9 600

	Niveau inférieur au grade universitaire
	196 580
	991 175
	1 125 285
	782 485
	25 3075
	27 005

	Grade universitaire
	27 910
	457 305
	507 055
	415 565
	108 710
	14 155



	Revenus 1995
	
	Âge

	
	15-24
	25-34
	35-44
	45-54
	55-64
	65+

	Niveau inférieur à la 9e année (1)
	15 640
	22 234
	25 453
	28 605
	28 186
	19 639

	De la 9e à la 13e année sans certificat d'études secondaires
	17 462
	26 559
	30 957
	32 957
	31 740
	26 605

	De la 9e à la 13e année avec certificat d'études secondaires
	18 009
	28 071
	33 231
	35 759
	35 929
	32 599

	Niveau inférieur au grade universitaire
	19 547
	31 386
	38 351
	40 879
	40 319
	35 048

	Grade universitaire
	23 282
	40 425
	57 201
	62 895
	67 265
	67 566
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