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12.1	Introduction
Au Chapitre 2, nous avons présenté des techniques permettant d’analyser la relation entre deux variables quantitatives à partir de données comme celles du tableau 12.1 ci-dessous. Ces données portent sur un échantillon de 100 maisons qui ont changé de mains au courant d’une année. On observe deux variables sur chaque maison : x, la surface du plancher ; et y, le prix. La droite des moindres carrés y = bo + b1x est une façon succincte d'exprimer la relation qui existe dans l’échantillon ; et le coefficient de corrélation r mesure la force de la dépendance observée, dans l’échantillon encore. Or l’échantillon n'est intéressant que dans la mesure où il peut renseigner sur la population de laquelle il est issu. Les coefficients bo, b1, et r sont des quantités aléatoires : elles varient d’un échantillon à l’autre et ne peuvent être utiles que si, d’une certaine manière, ils sont proches des « vrais » coefficients. Ces notions de « vrai » coefficient et de « population » auront ici un sens un peu plus abstrait qu'elles avaient aux chapitres 6 à 10. Nous commencerons donc par les élucider en définissant un modèle — le modèle de régression simple — c'est-à-dire, un ensemble de suppositions concernant les variables observées, et une définition mathématique des paramètres qui décrivent la relation entre elles. 
Tout au long de ce chapitre, nous nous référerons aux mêmes données, celles du tableau 12.1. 
Tableau 12.1 Surface du plancher (x, en pieds carrés) et prix (y, en milliers de dollars) 
d’un échantillon de 100 maisons
	Surface
	Prix
	Surface
	Prix
	Surface
	Prix
	Surface
	Prix
	Surface
	Prix
	Surface
	Prix

	775
	60
	1 344
	130
	1 250
	184
	1 288
	259
	2 100
	329
	2 130
	435

	551
	69
	1 120
	139
	3 331
	190
	1 523
	269
	2 188
	329
	2 500
	439

	551
	69
	1 400
	140
	1 300
	195
	1 600
	269
	1 700
	329
	3 318
	450

	1 222
	80
	1 400
	142
	1 191
	199
	1 430
	269
	1 659
	339
	3 827
	469

	1 413
	85
	1 800
	142
	1 500
	200
	2 100
	275
	3 376
	339
	2 500
	479

	1 413
	85
	1 225
	142
	1 300
	200
	1 600
	279
	2 026
	339
	2 925
	495

	1 050
	86
	1 225
	142
	1 620
	201
	1 548
	289
	1 200
	349
	1 390
	499

	1 600
	87
	1 280
	145
	1 364
	205
	1 300
	289
	1 500
	349
	2 200
	499

	960
	89
	1 225
	153
	1 240
	219
	1 600
	294
	2 173
	359
	2 200
	499

	775
	89
	1 155
	157
	2 000
	226
	1 528
	299
	1 711
	365
	3 700
	539

	775
	89
	1 225
	158
	1 056
	229
	1 300
	299
	2 100
	369
	2 323
	540

	800
	89
	1 250
	169
	1 485
	239
	1 864
	310
	1 600
	379
	3 200
	549

	800
	89
	1 316
	170
	1 600
	239
	1 900
	312
	2 000
	379
	2 452
	639

	672
	90
	1 209
	175
	1 925
	246
	1 520
	314
	2 300
	385
	2 000
	699

	800
	97
	760
	178
	1 511
	249
	2 358
	319
	2 475
	399
	2 157
	700

	910
	98
	1 400
	180
	1 500
	249
	200
	319
	2 600
	429
	3 850
	775

	1 344
	119
	1 100
	184
	1 450
	249
	2 500
	321
	
	
	
	


Rappelons les formules des coefficients de la droite des moindres carrés 
y = bo + b1x :




b1 = 		bo =  - 		r = .
Les calculs en régression peuvent être assez onéreux, mais ils sont tous basés sur certaines mesures qu'un tableur comme Excel peut produire. Ce sont les moyennes, les écarts-types et la covariance des deux variables. Les voici, calculées pour les données du tableau 12.1 :


 = 1 670,07 ; = 272,91 ; sx = 726,0792 ; sy = 154,9255 ; sxy = 82 023,38.
De là, on obtient aisément





b1 = = 0,1556 bo =  - = 13,0710 
r = =  = 0,729.
La droite des moindres carrés est donc
y = 13,0710 + 0,1556 x.
Le nuage de points, avec la droite des moindres carrés, est présenté dans la figure 12.1. 
Figure 12.1 Nuage de points montrant la relation entre la surface de plancher et le prix de 100 maisons
[image: ]
La dépendance entre les variables est visuellement évidente. Le coefficient de corrélation de 0,729 le confirme, tout comme le fait que la pente b1 = 0,1556 de la droite des moindres carrés n’est pas nulle. Mais ces constatations sont-elles propres à l'échantillon sur lequel on est par hasard tombé ? Ou est-ce qu'elles reflètent une dépendance réelle ? En d'autres termes, si on avait pu calculer b1 à partir de la population entière, aurions-nous conclu la même chose ? Dans le contexte actuel, nous aurions, bien sûr trouvé que la dépendance existe vraiment : ce n’est pas par accident que les grandes maisons coûtent plus cher. Mais le contexte et les données ne rendent pas toujours la conclusion si évidente.
Un modèle concret
Commençons par un modèle qui n'est pas tout à fait celui que nous adopterons en définitive mais qui a la vertu de concrétiser les idées. Nous supposerons que les 100 maisons échantillonnées sont issues d’une grande population, une population qu’on pourrait représenter par un nuage de points comme celui dans la figure 12.2. L’échantillon serait alors un choix aléatoire de 100 points tirés au hasard dans le nuage (représentés par des étoiles dans le graphique.) Mais le taux d'accroissement (de 155 600 $ par pi2) serait-il comparable à celui de l'échantillon ? La force de la dépendance serait-elle la même ?
Figure 12.2 Illustration d’une population de maisons et d’un échantillon tiré de la population
[image: ]
Dans ce grand nuage de points (la population), il existe aussi une droite, analogue à la droite des moindres carrés calculée pour l’échantillon. On la désigne par
y = o + 1x.
Pour la population illustrée dans la figure 12.2, o = 101, 1 = 0,1036 et la « vraie » droite est y = 101 + 0,1036x. C'est cette droite-là qui nous concerne, et non la droite échantillonnale y = 13,0710 + 0,1556x. Cette dernière ne nous intéresse que dans la mesure où elle s'approche de la vraie droite. De même, il existe un coefficient de corrélation r au niveau de la population ( = 0,694 dans l’exemple), et c’est celui-ci et non r qui compte. Les coefficients échantillonnaux bo, b1 et r sont des estimateurs des paramètres o, , et .
Définition formelle du modèle
Il est utile et intuitivement attrayant de concevoir la situation comme nous venons de le faire : un grand nuage de points duquel on tire n points au hasard. Mais pour développer les propriétés des estimateurs (dont bo et b1), il sera nécessaire de décrire le modèle de façon plus formelle et mathématique. Nous disposons de n paires d'observations, (x1 ; y1), (x2 ; y2), …, (xn ; yn) sur deux variables, x et y. Leurs rôles ne sont pas symétriques : y, la variable dite endogène, est celle que l'on souhaite prédire alors x est la variable dite exogène, celle que l'on invoquera pour prédire y. 
À propos de la variable endogène, on admet un certain nombre de suppositions, que voici :
· pour une valeur donnée de x la variable correspondante y est de loi normale ;
· la moyenne, ou espérance, de y dépend de x. On la désigne donc par 
E(y | x) ou y.x ; 


· y.x est une fonction linéaire de x :
 y.x = E(y | x) =  + 1x.
L'échantillon est constitué de n variables indépendantes y1, y2, …, yn, correspondant aux valeurs x1, x2, …, xn, obéissant à la même loi : yi est normale de moyenne  + xi. 
Voici comment, dans l'exemple en cours, on interprète cet énoncé. Fixons une valeur de x (surface du plancher), par exemple x = 1 500 pi2. Imaginons qu'on tire une maison au hasard parmi toutes celles de 1 500 pi2. Le prix y de la maison sélectionnée est une variable aléatoire dont l'espérance (ou moyenne) dépendra bien sûr de la valeur de x. Le prix moyen des maisons de 1 500 pi2 est o + 1(1 500). Si, comme dans l'exemple, o = 101 et 1 = 0,1036, alors le prix moyen des maisons de 1 500 pi2 est 101 + 0,1036(1 500) = 256,4, soit 256 400 $. Dans la vraie vie, les paramètres o et 1 sont inconnus et seront remplacés par leurs estimateurs respectifs bo = 13,0710 et b1 = 0,1556, de sorte qu'on estimera le prix moyen des maisons de 1 500 pi2 par bo + b1(1 500) = 13,0710 + 0,1556(1 500) = 246,5, soit 246 500 $.
Remarque La façon dont l'échantillon est tiré correspond généralement à la description illustrée par la figure 12.2 : un grand nuage de points dont on sélectionne un certain nombre n au hasard. Or le développement formel décrit implicitement une procédure qui ressemble plutôt à celle-ci : on fixe une surface x1 ; on dresse une liste de toutes les maisons de surface x1 ; on en tire une au hasard, et on observe son prix y1. On répète l'expérience avec x2 , … , xn — des nombres qui, en outre, sont considérés fixes par le modèle alors qu'en fait ils sont aléatoires (x1 est la taille de la maison sur laquelle on est tombé par hasard ; on ne l'a pas fixée). 
Malgré tout, il n'y a pas vraiment de contradiction entre les deux descriptions. Le modèle formel traite des propriétés conditionnelles des y — conditionnelles aux x. La moyenne o + 1x est la moyenne des y étant donné une valeur x, c'est-à-dire, la moyenne de tous les y qui correspondent à ce même x.

La notation y.x ou E(y | x) permet de distinguer cette moyenne conditionnelle de la moyenne tout court y, qui est la moyenne de tous les y de la population. En termes de l'exemple, y.x est le prix moyen des maisons de surface x, alors que y est le prix moyen de toutes les maisons de la population.
Variance de Y

Il existe un autre paramètre que nous devons définir dans ce contexte, la variance. Ici aussi, nous devons faire la distinction entre les variances inconditionnelle et conditionnelle. La variance inconditionnelle  est la variance des y de la population entière. C’est le sens habituel et familier d’une variance. Dans l'exemple, c'est la variance des prix de toutes les maisons de la population. 

Dans le contexte présent, une autre notion de variance s’impose, celle de variance conditionnelle, désignée pas  :

 = Var(y | x) = Variance conditionnelle des y pour une valeur fixe de x.

Le sens concret de est analogue à celui de y.x. Dans l'exemple, c'est la variance des prix non pas de toutes les maisons, mais de toutes les maisons 
de même surface. Ce serait, par exemple, la dispersion des prix des maisons de 1 500 pi2. 



Que peut-ont dire de  ? Dépend-elle de x, comme y.x dépend de x ? Eh bien, le modèle le plus répandu, et celui traité ici, stipule au contraire que  est fixe : elle est la même pour tout x. Selon le modèle,  est la variance des prix des maisons de 1 500 pi2 ; mais c'est aussi la variance des prix des maisons de 2 000 pi2, ou de toute autre taille. Cette hypothèse est-elle réaliste ? Pas toujours. Mais c’est une hypothèse que nous devons admettre pour pouvoir avancer. Elle est appelée hypothèse d'homoscédasticité :
Hypothèse d’homoscédasticité :
La variance des y pour une valeur x donnée ne dépend pas de x.
Remarque L’hypothèse d’homoscédasticité est difficile à justifier et parfois peu crédible. Comme dans l’exemple actuel, d'ailleurs. La dispersion des prix des maisons de 1 000 pi2 peut-elle vraiment égaler celle des maisons de 3 000 pi2 ? Une hypothèse difficile à accepter : on s'attend à ce que les prix des maisons de 3 000 pi2 soient plus variables que ceux des maisons de 1 000 pi2 étant donné qu'elles coûtent plus cher. Il est rare que l’hypothèse d’homoscédasticité soit vérifiée exactement. Mais il n’est pas nécessaire qu’elle le soit exactement. Si les différences de variances ne sont pas trop prononcées, on ne s’attend pas à des effets très graves. De toute façon, les estimateurs bo et b1 sont sans biais, que l'hypothèse d'homoscédasticité soit respectée ou non. Ce sont les tests d'hypothèse et les intervalles de confiance qui peuvent en souffrir.

La variance conditionnelle et la force de la dépendance




Il est évident que  ≥ , car  est calculée sur une population plus hétérogène : les prix des maisons varient en partie parce qu'elles sont de tailles différentes ; et en partie pour une multitude d'autres raisons. Mais la dispersion mesurée par  ne peut être attribuée aux tailles des maisons puisqu’elle est calculée pour des maisons de même taille. 






Graphiquement, est la dispersion (par rapport à la droite) des points situés sur une même ligne verticale. Donc un  petit caractérise un nuage dont les points sont rapprochés de la droite de régression. Plus la dépendance entre x et y est forte, plus  est réduite par rapport à. Ce fait peut servir de base à la construction d'un indice de dépendance. C'est en effet ce que fait le coefficient de corrélation r, ou plus précisément r2, qui est basé sur le rapport entre  et  et représente la proportion de la variation totale des y qui s'explique par la variation des x. Dans l'exemple, la valeur r2 = 0,53 signifie que 53 % de la variation des prix est attribuable aux différences de grandeurs. 
12.2	Estimation des paramètres

Nous avons donc 3 paramètres à estimer : o, 1 et . Quels sont leurs estimateurs et quelles en sont les propriétés ? En ce qui concerne o et 1, nous en avons déjà défini les estimateurs : ce sont les coefficients bo et b1 de la droite des moindres carrés. Nous n’irons pas plus loin avec le paramètre o car il est rare qu’on s’y intéresse. 


Mais 1 est particulièrement important. Nous allons 
1)	montrer comment déterminer un intervalle de confiance pour 1 ; et 
2)	développer un test de l’hypothèse que 1 = 0.

Dans les deux cas, nous aurons besoin d’une estimation de la variance conditionnelle .

Estimateur de 

L'estimateur de  est


 = 
où 

 = bo + b1xi.





Le numérateur de  s'explique bien. Rappelons que  est la variance de yi pour xi fixe, donc l'espérance de l'écart au carré entre yi et sa moyenne o + 1xi. Il est donc naturel que son estimation soit basée sur les écarts entre les yi et leur moyennes estimées  = bo + b1xi. Il peut sembler naturel de prendre la moyenne de ces écarts quadratiques, donc . Mais il se trouve que cela donnerait un estimateur biaisé, dans le sens qu'il aurait tendance à sous-estimer , alors que l'estimateur proposé (n-2 au dénominateur) est sans biais.

La quantité peut s'exprimer en fonction des mesures connues sy et r, ce qui peut à l'occasion faciliter les calculs :



 = .








Remarque La formule =  est instructive, car elle montre le lien qui existe entre et σy (estimé par sy). On y voit que le rapport  diminue à mesure que r2 augmente : une forte dépendance fait baisser la variance conditionnelle. L'estimateur b1 est d’autant meilleur (comme estimateur de 1) que  est petit (les points sont proches d’une droite) ; et que sx est grand. Ce qui signifie que si l'on a un contrôle sur les valeurs de x, comme cela arrive parfois, il vaut mieux les choisir aussi dispersées que possible. On verra aussi que, comme tout estimateur raisonnable, b1 s'améliore (décroît) à mesure que n augmente.



Propriétés de b1
L'estimateur b1 est sans biais pour 1. Son écart-type est 


 = .

On estime naturellement par


 = .
Un intervalle de confiance approximatif pour 1 est donné par


b1 - 2  1  b1 + 2.

Exemple 12.1
Estimation des paramètres et intervalle de confiance pour .
a)	Estimer les paramètres b1, bo et y.x pour les données du tableau 12.1.
b)	Déterminer un intervalle de confiance pour 1.
Solutions 
a)	les données de base sont 


 = 1670,07	 = 272,91	sy = 154,9255
sx = 726,0792	sxy = 82023,38	r = 0,7291734.



	Alors b1 =  = = 0,1556 ; bo =  = 13,07102.



 =  =  = 106,5595.
b)	L’écart-type de b1 est estimé par 



 =  =  = 0,01475.
	L’intervalle de confiance pour 1 est 


b1 – 2  1  b1 + 2
0,1556 – 2(0,01475)  1  0,1556 + 2(0,01475)
0,126  1  0,185.

Test d’hypothèse pour 1
L’intervalle de confiance que nous avons calculé nous assure que 1 n’est pas nul : puisqu'on affirme avec confiance que 1 se situe entre 0,126 et 0,185, on affirme du coup que 1 > 0. C’est une conclusion importante, car 1 = 0 signifie que la droite de régression est horizontale, et donc qu’il n’y a pas de relation (du moins pas de relation linéaire) entre les variables. Mais habituellement la question de savoir si 1 est nul ou non est approchée par la procédure d'un test d'hypothèse, l’hypothèse nulle étant qu’il n’y a pas de relation entre les variables, et qui s'exprime par
Ho : 1 = 0.
On calcule la statistique 

Z = 
où Z est une mesure standardisée de la magnitude de b1. Donc il est logique de rejeter Ho si |Z| est grand. Que signifie « grand » ? Comme on l'a fait ailleurs, on interprétera Z comme une cote Z, une variable qui devrait « normalement » se situer entre -2 et 2. On rejettera donc Ho si |Z| > 2.
Voici une autre expression pour Z qui peut s'avérer utile dans les calculs :


Z =  = 
Dans l’exemple ci-dessus,

Z =  = 10,55.
Puisque |Z| >> 2, on rejette Ho et on conclut qu’il y a bel et bien une relation entre les deux variables.

Remarque 1 Théoriquement, le niveau du test est, comme au chapitre précédent, à peu près 5 %. Or il faudrait pour cela que Z suive à peu près une loi normale centrée-réduite, ce qui n'est démontrable que si Ho et toutes les hypothèses du modèle sont vérifiées. Mais elles le sont rarement : la normalité de y, la linéarité, l'homoscédasticité sont des hypothèses presque toujours violées. Ce niveau présumé de 5 % est donc grossièrement approximatif. Comment nos conclusions peuvent-elles être crédibles? Elles le sont, pourtant. Elles le sont dans le sens que le seuil formel de 5 % n'a rien de sacré. Serait-ce si grave si elle était de 7 % ? L'important est que cette probabilité soit relativement faible. Et elle l'est sûrement, du moins lorsque l'échantillon est de taille raisonnable. Conclure à une dépendance lorsque Z = 2,01, c'est douteux, certes. Mais cela le serait de toute façon, peu importe la fiabilité du modèle. Toute conclusion est émise avec un doute. Plus |Z| est grand, plus le doute s'atténue. Il disparaît, quasiment, lorsque, comme dans l'exemple, Z = 10,55. La manière binaire (on rejette/on ne rejette pas) dont la théorie exprime l'issue d'un test d'hypothèse convient dans certains contextes, tels le contrôle de la qualité (lorsqu'une action concrète doit être prise en fonction du résultat du test). Mais quand il s'agit de tester une hypothèse scientifique, une conclusion du genre « elle est fausse » ou « elle est vraie » n'a pas sa place. Accepter une hypothèse, c'est dire qu'on la retient pour le moment, jusqu'à preuve du contraire. Rejeter une hypothèse, c'est dire qu'elle est vraisemblablement fausse (si |Z| = 2,5) ; ou presque sûrement fausse (si |Z| = 3,8).


Remarque 2
L’hypothèse 1 = 0 est une expression de l’hypothèse que y ne dépend pas de x. Nous avons donc présenté le test d’indépendance comme un test sur 1. Mais nous avons également parlé d'un autre paramètre, , le coefficient de corrélation de la population, lui aussi lié à la notion de dépendance. On peut en fait formuler l’hypothèse d’indépendance en fonction de . C’est l’hypothèse 
Ho :  = 0.
Ces deux façons de formuler l’hypothèse (1 = 0 et  = 0) correspondent à des modèles théoriques différents, et ne signifient pas exactement la même chose. Mais dans les deux cas, rejeter Ho, c'est affirmer qu'une dépendance existe. Et dans les deux modèles, le test est le même.

Exemple 12.2 Tendance séculaire
La régression peut servir à décrire la tendance à long terme d'une série temporelle. Le tableau 12.2 et la figure 12.3 montrent l'évolution des revenus des femmes âgées au Canada de 1976 à 2010. On perçoit dans le graphique une nette tendance croissante en dépit des nombreux zigzags. Cette tendance à long terme, ou tendance séculaire, peut bien s'exprimer par une droite de régression dans laquelle l'année joue le rôle de variable exogène x. Voici les données de base, où x est l'année (transformée de façon à réduire la dimension des chiffres) et y le revenu moyen :


 = 18 ;  = 37 468,57 ; sx = 10,24695 ; sy = 5 377,665 ; sxy = 39 958,82.
La droite de régression est y = 3 0619 + 381x. 
Au cours de la période considérée, donc, les revenus moyens se sont accrus au rythme de 381 $ par année. Il faut noter que ce résultat diffère significativement de celui que donnerait un calcul élémentaire qu'on pourrait être tenté de faire, soit (y35 – y1)/34 = 706. Ce calcul surestime (comme il aurait aussi bien pu sous-estimer) le taux d'accroissement car il se trouve que la première donnée est excessivement basse et la dernière excessivement élevée. En se basant sur ces deux seules données, ce calcul accorde un poids démesuré à des variations aléatoires.

Tableau 12.2 Revenu annuel (en dollars constants de 2010) 
des femmes âgées au Canada de 1976 à 2010
	Année
	Revenu moyen
	Année
	Revenu moyen
	Année
	Revenu moyen

	1976
	24 500
	1988
	38 000
	2000
	39 000

	1977
	33 100
	1989
	35 700
	2001
	43 800

	1978
	28 800
	1990
	44 300
	2002
	36 300

	1979
	34 000
	1991
	36 900
	2003
	36 100

	1980
	33 700
	1992
	32 100
	2004
	40 100

	1981
	37 100
	1993
	39 300
	2005
	39 700

	1982
	34 500
	1994
	38 800
	2006
	40 100

	1983
	27 300
	1995
	48 000
	2007
	42 000

	1984
	35 800
	1996
	39 900
	2008
	39 900

	1985
	36 600
	1997
	37 200
	2009
	47 600

	1986
	33 000
	1998
	39 900
	2010
	48 500

	1987
	31 500
	1999
	38 300
	
	


Source : Table 202-0403 StatCan
Figure 12.3 Revenu annuel (en dollars constants de 2010) des femmes âgées
au Canada de 1976 à 2010
[image: ]

12.3	Estimation d'une moyenne conditionnelle


Nous avons porté une attention particulière au paramètre 1, négligeant o. Mais si o n'est pas souvent intéressant en soi, il demeure important dans la mesure où il intervient dans l'estimation de y.x = o + 1x, la valeur moyenne de y pour une valeur de x donnée. On estime y.x par = bo + b1x. Dans l'exemple 12.1, y.1 500 = o + 1(1 500), le prix moyen des maisons de 1 500 pi2, est estimé par = bo + b1(1 500) = 246,47. Un intervalle de confiance approximatif pour y.x est donné par 





-≤ y.x ≤ +



où , l'estimateur de l'écart-type de , est donné par



= .
Exemple 12.3 Intervalle de confiance pour y.x
Pour les données du tableau 12.1, déterminer un intervalle de confiance pour le prix moyen des maisons de 2 000 pi2. 
Solution 

Le paramètre à estimer est y.2000. On a  = bo + b1(2 000) = 324,24 et 



= =  = 11,71.
L'intervalle de confiance est donc 
324,24 - 2(11,71) ≤ y.2000 ≤ 324,24 + 2(11,71),
soit 300 810 $ ≤ y.2000 ≤ 347 670 $.


Commandes Excel
Excel peut faire la plupart des calculs discutés ici. On commence par placer les données sur deux colonnes (ci-dessous, y est dans la colonne B et x dans la colonne A), puis on clique

Données>Utilitaire d’analyse>Régression linéaire

On obtient la fenêtre suivante :

[image: ]


Les résultats sont nombreux. En voici quelques uns, avec leur signification :
	Statistiques de la régression
	Signification

	Coefficient de détermination multiple
	0,72917341
	r

	Coefficient de détermination R^2
	0,53169387
	r2

	Coefficient de détermination R^2
	0,52691524
	Ignorer

	Erreur-type
	106,559531
	


	Observations
	100
	n


  
	
	 
	Coefficients
	Erreur-type
	Statistique t

	
	Constante
	13,071020
	26,839458
	0,487008

	
	Surface
	0,155586
	0,014750
	10,548214

	Signification de la 2e ligne
	b1
	

	Z




Le tableau suivant donne l’intervalle de confiance pour b1. Le résultat diffère légèrement de celui calculé dans l’exemple car la marge d’erreur 2 est calculée ci-dessous comme 1,98. Dans tous les intervalles de confiance, nous utilisons le facteur 2 comme approximation du facteur exact.
	
	
	Limite inférieure pour seuil de confiance = 95%
	Limite supérieure pour seuil de confiance = 95%

	
	Constante
	-40,191011
	66,333050

	
	Surface
	0,126315
	0,184856

	Signification de la 2e ligne
	
b1 – 1,98
	
b1 +1,98


12.4	Résumé

1.	Le modèle de régression linéaire simple stipule que y est une variable aléatoire de loi normale de moyenne o + 1x et de variance .


2.	Les estimateurs de 1 et o sont b1 =  et bo = . Ce sont des estimateurs sans biais.





3.	L’estimateur de  est  =  = , 
où  = bo + b1xi.
4.	On estime l’écart-type de b1 par



 =  = .
5.	Un intervalle de confiance approximatif à 95 % pour 1 est donné par 


b1 - 2  1  b1 + 2.




6.	L’hypothèse Ho : 1 = 0 est testée à l’aide de la statistique Z =  =.
	L’hypothèse Ho est rejetée si |Z| est trop grand, disons si |Z| > 2. 
Le niveau de ce test est approximativement 5 %, ce qui signifie que la probabilité de rejeter Ho à tort est d’environ 5 %.








7.	Pour une valeur de x donnée, la moyenne y.x = o + 1x est estimée par 
= bo + b1x. L'écart-type de  est estimé par 
= . Un intervalle de confiance pour y.x est donné par -≤ y.x ≤ +.
12.5	EXERCICES
12.1	Un restaurateur se demande s’il existe une relation de type linéaire entre le temps (x) qu’un client passe dans son établissement et le montant auquel s’élève sa facture (y). Après avoir observé 32 clients choisis au hasard, il a relevé les indicateurs statistiques suivants :



 = 53 minutes ; sx = 14 minutes ; = 37 $ ;  dollars ; sxy = 27.
a)	Déterminer la droite de régression y = bo + b1x.
b)	Estimer l'écart-type de b1.
c)	Tester l'hypothèse qu'il n'y a pas de relation linéaire entre le temps passé dans l'établissement et le montant de la facture.
d)	Déterminer un intervalle de confiance pour le montant moyen des factures des clients qui passent une heure au restaurant.

12.2	Dans une compagnie qui possède plusieurs usines de fabrication d’un même appareil électronique, un analyste étudie la relation entre le niveau de production (nombre moyen d’appareils produits par jour, x) d’une usine, et le taux de défectuosité (proportion d’appareils défectueux, y.) Pour chacune des valeurs du coefficient de corrélation r et de
Z =  (colonne de gauche) dites laquelle des conclusions énoncées à droite est justifiée. 
	Valeurs de r et de Z
	Conclusions

	a)	r = 0,01 ; 	Z = 3
b)	r = 0,95 ; 	Z = 3
c)	r = 0,80 ; 	Z = 1,8
d)	r = -0,58 ; 	Z = 3
e)	r = -0,95 ; 	Z = -3
f)	r = 0,75 ; 	Z = 1,9
	C1	On peut prédire le taux de défectuosité à partir du niveau de production, mais la prédiction ne sera pas très précise.
C2	La relation observée dans l’échantillon est faible, et probablement accidentelle. Il est inutile d’essayer de prédire le taux de défectuosité à partir du niveau de production.
C3	On pourra prédire avec précision le taux de défectuosité à partir du niveau de production.
C4	Les valeurs de r et de Z sont contradictoires — il y a erreur de calcul.
C5	Bien que la relation observée dans l’échantillon soit forte, elle est probablement accidentelle. Il est inutile d’essayer de prédire le taux de défectuosité à partir du niveau de production.



12.3	Au cours d’une inspection fiscale, on établit la relation qui existe entre le nombre de bouteilles (x) de vin servies dans un restaurant en un jour donné et les recettes (y) du restaurant le même jour. Dans un échantillon de 30 jours, on obtient les résultats suivants : 


sx : 3,3 ;  = 9,28 ;sy = 979 ;  = 4 789 ; sxy = 1 000.
a)	Calculer le coefficient de corrélation entre le nombre de bouteilles et les recettes.
b)	Déterminer la droite des moindres carrés qui permettra d’estimer les recettes à partir du nombre de bouteilles vendues.
c)	Le restaurateur affirme que cette étude ne montre pas vraiment qu’on peut prédire les recettes à partir du nombre de bouteilles vendues, et que toute relation que vous avez pu observer dans l’échantillon est due au hasard tout seul. A-t-il raison ou pas ? Justifier votre réponse formellement.
d)	Montrer que les mêmes résultats, s'ils provenaient d'un échantillon de taille 45, auraient mené à une conclusion différente.
12.4	On voudrait augmenter la teneur en fer (X) d’un certain alliage, mais on craint que ceci ait un effet corrosif. On veut donc répondre à la question suivante (Q) :
Q : Est-ce que la teneur en fer dans cet alliage affecte la corrosion ?

	À cette fin, on plonge n spécimens, chacun ayant une teneur en fer distincte, dans une solution saline pendant 60 jours, et on observe ensuite le degré de corrosion y (mesuré par la perte de poids par décimètre cube par jour). On calcule les coefficients a et b de la droite des moindres carrés y = bo + b1x ; le coefficient de corrélation r ; et enfin la statistique Z = . 
Vrai ou faux ? :
· Si b1 est très grand, on peut immédiatement répondre OUI à la question Q.
· Si b1 = 0, c’est que l’échantillon ne présente aucune relation linéaire entre X et Y.
· Si r est très proche de 1, on répondra OUI à la question Q avec confiance quelle que soit la taille de l’échantillon.
· Si r est négatif, on peut immédiatement répondre NON à la question Q.
· Si |Z| > 2, on pourra prédire avec précision le degré de corrosion à partir de la teneur en fer.
· Si r est très petit mais |Z| > 2, on peut répondre OUI à la question Q, mais on sait qu’on ne pourra pas prédire le degré de corrosion à partir de la teneur en fer avec beaucoup de précision.
· Si r est grand, mais |Z| ≤ 2, on ne répondra ni OUI ni NON à la question Q, en expliquant que la taille de l’échantillon est trop petite pour tirer quelque conclusion que ce soit à propos du phénomène étudié.
· Si r est négatif, et |Z| > 2, on peut conclure avec confiance que plus il y a de fer dans l’alliage, moins grave sera la corrosion.
12.5	On fait passer à un groupe de finissants du secondaire un test de français et un test de mathématiques. Soit
y : le résultat du test de français
x : le résultat du test de mathématiques.
On calcule le coefficient de corrélation : 


r = 0,1 ; puis Z = 3,14 [ Z = ].
Vrai ou faux ? :
· La relation entre x et y existe dans l'échantillon mais on ne peut pas conclure qu'elle existe dans la population.
· On peut affirmer avec confiance qu'il y a une relation réelle entre x et y.
· La relation entre x et y est si faible qu'elle est probablement due au hasard.
· La relation entre x et y ne peut être attribuée entièrement au hasard.
· On peut prédire la valeur de y à partir de celle de x avec beaucoup de précision.
· On peut prédire la valeur de y à partir de celle de x avec 10 % de confiance.
12.6	Les données suivantes présentent le nombre de bactéries N encore vivantes après avoir été exposées à des rayons X pendant un temps de durée t. 
	N
	355
	211
	197
	166
	142
	106
	104
	60
	56
	38
	36
	32
	21
	19
	15

	t
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15



a)	Ajuster le modèle . Construire un nuage de points pour évaluer l'ajustement du modèle. Un modèle linéaire est-il adéquat ? 

b)	Supposons que le phénomène soit assez bien connu pour savoir que la relation entre N et t est de la forme N = , d'où ln N = ln o + 1|t| peut être considéré comme modèle pour ln N. L’ajustement a-t-il l’air meilleur ?
c)	Estimer o.
d)	Estimer le nombre moyen de bactéries 8 heures après la radiation.
12.7	Un fournisseur s'engage à remplir et expédier une commande reçue par courrier le lendemain de la réception de la commande. Afin de planifier les activités du lendemain, la compagnie souhaite prédire le nombre de commandes à partir du poids du courrier. Afin d'analyser le lien entre ces deux variables, on prélève des données sur le poids (x, en kilos) du courrier et le nombre (y) de commandes que contient le courrier. Les données sont présentées dans le tableau 12.3 :
Tableau 12.3 Poids du courrier et nombre de commandes le lendemain
	Poids du courrier
	Nombre de commandes
	Poids du courrier
	Nombre de commandes
	Poids du courrier
	Nombre de commandes

	5,0
	4 000
	9,0
	4 800
	12,5
	5 700

	5,5
	3 200
	9,0
	5 300
	13,0
	5 400

	6,0
	3 500
	10,0
	5 400
	13,5
	5 800

	6,5
	3 800
	10,0
	5 200
	14,0
	6 100

	6,5
	3 700
	10,5
	5 200
	14,5
	6 000

	7,0
	4 000
	10,5
	5 000
	15,0
	6 200

	7,5
	4 200
	11,0
	5 500
	15,0
	5 900

	7,5
	3 600
	11,5
	5 800
	16,5
	6 600

	8,0
	4 300
	12,0
	5 400
	17,0
	6 700

	8,5
	5 000
	12,0
	5 000
	17,5
	6 400







n = 30  = 322 ;  = 152 700 ;  = 372,3667 ; 
 = 28 047 000 ;  = 96 220.
a)	Déterminer la droite de régression y = bo + b1x.
b)	Estimer l'écart-type de b1.
c)	Tester l'hypothèse qu'il n'y a pas vraiment de lien entre x et y.
d)	Estimer le nombre moyen de commandes un jour où le courrier pèse 11,2 kilos.
e)	Estimer l'écart-type de l'estimateur déterminé en d).
12.8	Le tableau 12.4 présente des données sur 31 cerisiers sauvages. 
Les variables observées sont :
Volume (y) :	Volume du bois, en pi3
Diamètre (x1) :	Diamètre, en pouces, mesuré à 4'6" du sol
Hauteur (x2) :	Hauteur en pieds
Produit (x) :	Le produit Diamètre Hauteur.
	La question est de savoir s'il est possible d'estimer le volume du bois à partir du diamètre ou de la hauteur, plus facilement mesurable sur un arbre debout, ou encore, du produit des deux.
Tableau 12.4 Diamètre, hauteur et volume de cerisiers sauvages
	Diamètre
	Hauteur
	Volume
	Diamètre
	Hauteur
	Volume

	8,3
	70
	10,3
	12,9
	85
	33,8

	8,6
	65
	10,3
	13,3
	86
	27,4

	8,8
	63
	10,2
	13,7
	71
	25,7

	10,5
	72
	16,4
	13,8
	64
	24,9

	10,7
	81
	18,8
	14,0
	78
	34,5

	10,8
	83
	19,7
	14,2
	80
	31,7

	11,0
	66
	15,6
	14,5
	74
	36,3

	11,0
	75
	18,2
	16,0
	72
	38,3

	11,1
	80
	22,6
	16,3
	77
	42,6

	11,2
	75
	19,9
	17,3
	81
	55,4

	11,3
	79
	24,2
	17,5
	82
	55,7

	11,4
	76
	21,0
	17,9
	80
	58,3

	11,4
	76
	21,4
	18,0
	80
	51,5

	11,7
	69
	21,3
	18,0
	80
	51,0

	12,0
	75
	19,1
	20,6
	87
	77,0

	12,9
	74
	22,2
	
	
	


Source : Ryan, T. A., Joiner, B. L. and Ryan, B. F. (1976) The Minitab Student Handbook. Duxbury Press. 
Reference : Atkinson, A. C. (1985) Plots, Transformations and Regression. Oxford University Press.








n = 31 ;  = 410,7 ;  = 935,3 ;  = 295,4374 ; 
 = 8 106,084 ; 
 = 1 496,644 ; 
 = 2 356 ;  = 1 218 ;  = 1 879,8



 = 31 524,7 ;  = 2 604 528 ; 
 = 141 921,7.
a)	Déterminer les coefficients de corrélation ry1 ; ry2 ; ry3 entre le volume du bois et chacune des variables exogènes. Laquelle des trois variables exogènes promet de mieux prédire le volume ? Votre conclusion était-elle prévisible ?
b)	Déterminer la droit de régression y = bo + b1x.
c)	Estimer l'écart-type de b1.
d)	Tester l'hypothèse qu'il n'y a pas vraiment de lien entre y et x.

e)	Estimer le volume moyen  des arbres dont le produit x est égal à 1 000.
f)	Estimer l'écart-type de l'estimateur déterminé en e).
12.9	Le tableau 12.5 présente des données prélevées par un fabricant de fromage afin d'ajuster sa stratégie de vente d'un nouveau produit. Les variables observées, à différents moments, sont
volume (y) : le volume mensuel de vente, en dollars
prix (x1) : le prix par 100 g
expo (x2) : une mesure de la visibilité du produit dans les différents points de vente.
a)	Estimer la droite de régression y = o + 1x1, où y est le volume et 
x1 est le prix.
b)	Déterminer le coefficient de corrélation entre y et x1.
c)	Déterminer si on peut affirmer avec confiance qu'il y un lien entre le prix et le volume des ventes.
d)	Estimer ce que serait le volume de vente si le prix est fixé à 4,50. Cette question est proposée à titre d'exercice seulement ; la réponse serait peu fiable, étant donné que le modèle, qui suppose une relation linéaire, n'est probablement adéquat que dans un court intervalle de valeurs de x1. 
Tableau 12.5 Volume de ventes, prix et visibilité d'un fromage
	Volume
	Prix
	Expo
	Volume
	Prix
	Expo
	Volume
	Prix
	Expo

	910
	5,3
	2,7
	858
	5,7
	1,3
	1 069
	5,12
	3,4

	1 218
	5,17
	4,1
	1 195
	5,3
	3,9
	906
	5,58
	2,3

	979
	5,37
	3,2
	1 474
	4,98
	3,3
	1 696
	4,88
	5,2

	1 192
	5,09
	5,7
	841
	5,62
	1,6
	1 345
	5,12
	4,5

	1 507
	5,28
	6,9
	730
	5,77
	1,7
	735
	5,33
	3,9

	1 080
	5,4
	0,8
	925
	5,13
	4
	702
	5,12
	1,1

	1 056
	5,67
	4,4
	1 264
	5,48
	4
	972
	5,16
	2,1

	725
	5,95
	1,8
	1 140
	5,01
	4,5
	1 219
	5,09
	1,9

	1 202
	4,93
	7,7
	1 518
	4,92
	4,5
	1 282
	5,12
	5,6

	1 217
	5,11
	3,4
	1 370
	5,27
	6,1
	1 179
	5,58
	3,2

	1 304
	4,67
	6
	1 145
	5,24
	2,7
	1 417
	4,96
	2,5

	1 367
	5,21
	7,1
	1 170
	4,69
	1,7
	1 092
	5,35
	4,3

	964
	5,54
	2,5
	1 203
	4,91
	4,3
	1 212
	5,42
	4,7

	1 306
	5,32
	2,1
	834
	5,57
	2,3
	1 195
	5,67
	2

	844
	5,28
	1,1
	753
	5,3
	2,9
	1 223
	5,09
	4,7

	1 147
	5,45
	2,4
	1 191
	5,66
	3,9
	970
	5,37
	3,4

	923
	5,55
	4,1
	1 064
	5,31
	2,2
	
	
	






n = 50,  = 264,11 ;  = 55 830 ;  = 3,793858 ;
 = 2 570 960 ;




 = -1 683,866 ; 
 = 175,7 ;  = 132,0002 ; 
 = 10 496,48.

e)	Estimer la droite de régression , où y est le volume et 
x2 = expo.
f)	Déterminer le coefficient de corrélation entre y et x2. 
g)	Déterminer si on peut affirmer avec confiance qu'il y un lien entre 
y et x2.
h)	Estimer le volume de vente lorsque x2 = 5. 
12.10	Le tableau 12.6 présente les revenus moyens (en dollars constants de 	2010) à Montréal et à Toronto. 
a)	Déterminer la tendance séculaire des revenus à Toronto.
b)	Montrer que les données de Montréal s'ajustent mal à une croissance linéaire sur toute la durée de 1976 à 2010. Ajuster séparément deux droites, l'une de 1976 à 1991 et l'autre de 1992 à 2010.
Tableau 12.6 Tendance séculaire des revenus moyens à Montréal et à Toronto
	Année
	Montréal
	Toronto
	Année
	Montréal
	Toronto
	Année
	Montréal
	Toronto

	1976
	59700
	71800
	1988
	58300
	78300
	2000
	62600
	88900

	1977
	60100
	68300
	1989
	60700
	81700
	2001
	64400
	90200

	1978
	62600
	70000
	1990
	57400
	74100
	2002
	64500
	84600

	1979
	62300
	68100
	1991
	54200
	73900
	2003
	63800
	86400

	1980
	59500
	72400
	1992
	55400
	71700
	2004
	65200
	88400

	1981
	57700
	70200
	1993
	52000
	68500
	2005
	62400
	85100

	1982
	57200
	67800
	1994
	54100
	72000
	2006
	64500
	86700

	1983
	56600
	68100
	1995
	52700
	72300
	2007
	65200
	89400

	1984
	57700
	67500
	1996
	54000
	73200
	2008
	64000
	89100

	1985
	57900
	70800
	1997
	54200
	73200
	2009
	64200
	87100

	1986
	58400
	74600
	1998
	58000
	80400
	2010
	64200
	86300

	1987
	59500
	74600
	1999
	58800
	85000
	
	
	







Toronto n = 35 ,  = 69 755 ;  = 2 710 700 ; 
 = 3 570 ; 
 = 2 129 327 429 ;  = 2 348 800.





Montréal 1976-1991 : n = 16 ,  = 31 736 ;  = 939 800 ;  = 340 ;
 = 67877500 ;  = -83 900.





Montréal 1992-2010 n = 19 ,  = 38 019 ;  = 1 144 200 ;  = 570 ; 
 = 439 591 579 ;  = 439 900.
12.11	Les données du tableau 12.7 (de http ://lib.stat.cmu.edu/DASL/ ; Source : Ezekiel (1930)) explorent la relation entre la vitesse d'une voiture (x, en miles par heure) et la distance d'arrêt (y, nombre de pieds parcourus depuis le freinage).
a)	Présenter par un nuage de point la relation entre y et x.
b)	Déterminer la droite de régression y = bo+b1x.
c)	Déterminer le coefficient de corrélation r entre x et y.
d)	Estimer σy.x.
e)	Estimer l'écart-type de b1.
f)	Déterminer un intervalle de confiance pour 1.
g)	Tester l'hypothèse que la droite de régression y = o + 1x est horizontale. Exprimer votre conclusion en termes concrets.
h)	Déterminer un intervalle de confiance pour le temps d'arrêt moyen d'une voiture qui roule à 15 miles à l'heure.


Tableau 12.7 Vitesse d'une voiture et distance d'arrêt
	x
	y
	x
	y
	x
	y
	x
	y
	x
	y

	4
	2
	11
	28
	14
	36
	17
	50
	20
	52

	4
	10
	12
	14
	14
	60
	18
	42
	20
	56

	7
	4
	12
	20
	14
	80
	18
	56
	20
	64

	7
	22
	12
	24
	15
	20
	18
	76
	22
	66

	8
	16
	12
	28
	15
	26
	18
	84
	23
	54

	9
	10
	13
	26
	15
	54
	19
	36
	24
	70

	10
	18
	13
	34
	16
	32
	19
	46
	24
	92

	10
	26
	13
	34
	16
	40
	19
	68
	24
	93

	10
	34
	13
	46
	17
	32
	20
	32
	24
	120

	11
	17
	14
	26
	17
	40
	20
	48
	25
	85







n = 50,  = 770 ;  = 2149 ;  = 1370 ; 
 = 32 538,98 ;  = 5387,4.
12.12	Au numéro précédent, reprendre l'analyse en remplaçant les variables 
x et y par leur logarithme. Le tableau 12.8 présente les valeurs transformées
Tableau 12.8 Logarithme de la vitesse et de la distance d'arrêt
	ln x
	ln y
	ln x
	ln y
	ln x
	ln y
	ln x
	ln y
	ln x
	ln y

	1,386
	0,693
	2,398
	3,332
	2,639
	3,584
	2,833
	3,912
	2,996
	3,951

	1,386
	2,303
	2,485
	2,639
	2,639
	4,094
	2,89
	3,738
	2,996
	4,025

	1,946
	1,386
	2,485
	2,996
	2,639
	4,382
	2,89
	4,025
	2,996
	4,159

	1,946
	3,091
	2,485
	3,178
	2,708
	2,996
	2,89
	4,331
	3,091
	4,19

	2,079
	2,773
	2,485
	3,332
	2,708
	3,258
	2,89
	4,431
	3,135
	3,989

	2,197
	2,303
	2,565
	3,258
	2,708
	3,989
	2,944
	3,584
	3,178
	4,248

	2,303
	2,89
	2,565
	3,526
	2,773
	3,466
	2,944
	3,829
	3,178
	4,522

	2,303
	3,258
	2,565
	3,526
	2,773
	3,689
	2,944
	4,22
	3,178
	4,533

	2,303
	3,526
	2,565
	3,829
	2,833
	3,466
	2,996
	3,466
	3,178
	4,787

	2,398
	2,833
	2,639
	3,258
	2,833
	3,689
	2,996
	3,871
	3,219
	4,443







(x et y désignent maintenant les logarithmes) n = 50,  = 133,099 ;  = 176,797 ; 
 = 8,434925 ; 
 = 29,54383 ;  = 13,51676.
	Vous verrez que la relation s'améliore quelque peu, mais là n'est pas le but principal de la transformation. Dans les deux graphiques suivants, nous mettons en relation les écarts verticaux entre les points du nuage et la droite de régression. Ces écarts sont standardisés, de sorte que leur variance devraient approcher 1. On constate que dans le premier graphique les écarts sont relativement faibles pour les petites valeurs de x et tendent à croître à mesure que x augmente. Ce que cela suggère, c'est que la variance des yi n'est pas fixe, mais croît avec x, ce qui contredirait l'hypothèse d'homoscédasticité. La transformation (graphique de droite) semble stabiliser la variance.

	Régression de y sur x
[image: ]
	Régression de ln y sur ln x
[image: ]


12.13	Un fabricant (Nambe Mills, Santa Fe, New Mexico) produit une vaisselle faite d'un alliage qui, suite au moulage, doit passer par une série d'étapes de finition dont la dernière est une opération de polissage. Les données du tableau 12.9 (tirées de http ://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/lognambe.html) portant sur différents articles ont été recueillies afin d'établir une relation entre le diamètre de l'article et la durée du polissage. Les variables observées sont :
diam (x) : le diamètre de l'article, en pouces
temps (y) : le temps de polissage en minutes.
a)	Présenter par un nuage de point la relation entre y et x.
b)	Déterminer la droite de régression y = bo+b1x.
c)	Déterminer le coefficient de corrélation r entre x et y.
d)	Estimer σy.x.
e)	Estimer l'écart-type de b1.
f)	Déterminer un intervalle de confiance pour 1.
g)	Tester l'hypothèse que la droite de régression y = o + 1x est horizontale. Exprimer votre conclusion en termes concrets.
h)	Déterminer un intervalle de confiance pour le temps moyen de polissage d'un article de 15 pouces de diamètre.
Tableau 12.9 Relation entre le diamètre d'un article de vaisselle et le temps de polissage
	Temps
	Diam
	Temps
	Diam
	Temps
	Temps
	Temps
	Diam

	47,65
	10,7
	48,74
	12,4
	45,12
	11
	34,16
	11,5

	63,13
	14
	23,21
	6
	26,09
	16
	31,46
	12,7

	58,76
	9
	28,64
	9
	68,63
	13,5
	21,34
	8

	34,88
	8
	44,95
	9
	33,71
	11,1
	20,83
	7,5

	55,53
	10
	23,77
	12,4
	44,45
	9,8
	20,59
	9

	43,14
	10,5
	20,21
	7,5
	23,74
	10
	33,7
	14

	54,86
	16
	32,62
	14
	86,42
	13
	32,9
	12,4

	44,14
	15
	17,84
	7
	39,71
	13
	27,76
	8,8

	17,46
	6,5
	22,82
	9
	26,52
	11,7
	30,2
	8,5

	21,04
	5
	29,48
	12
	33,89
	12,3
	20,85
	6

	109,38
	25
	15,61
	5,5
	64,3
	19,5
	26,25
	11

	17,67
	10,4
	13,25
	6
	22,55
	15,2
	21,87
	11,1

	16,41
	7,4
	45,78
	12
	31,86
	10
	23,88
	14,5

	12,02
	5,4
	26,53
	5,5
	53,18
	11
	16,66
	5

	49,48
	15,4
	37,11
	14,2
	74,48
	17,8
	
	







n = 59,  = 644,7 ;  = 2 113,21 ;  = 860,9366 ; 
 = 20 974,68 ;  = 2 976,005.

12.14	Au numéro précédent, aucune distinction n'a été faite entre les différentes pièces de vaisselle. Les tableaux suivants présentent les mêmes données, classées selon le type d'article, ainsi que les valeurs de b1 et de

	Assiettes
	Diamètre
	Temps

	10,0
	55,53

	6,5
	17,46

	5,0
	21,04

	11,0
	45,12

	11,1
	33,71

	9,8
	44,45

	8,8
	27,76



b1 = 4,55 ; = 1,764
	Casseroles
	Diamètre
	Temps

	10,7
	47,65

	14,0
	63,13

	9,0
	58,76

	10,5
	43,14

	15,4
	49,48

	12,4
	48,74

	13,5
	68,63

	13,0
	86,42

	14,0
	33,70

	12,4
	32,90



b1 = 0,595 ;  = 2,996



	Plateaux
	Diamètre
	Temps

	16,0
	54,86

	15,0
	44,14

	25,0
	109,38

	5,5
	26,53

	12,3
	33,89

	19,5
	64,30

	17,8
	74,48

	11,5
	34,16

	12,7
	31,46

	7,5
	20,83



b1 = 4,439 ; = 0,590
	Plats de service
	Diamètre
	Temps

	12,4
	23,77

	16,0
	26,09

	11,7
	26,52

	10,0
	31,86

	6,0
	20,85

	11,0
	26,25

	11,1
	21,87

	14,5
	23,88

	5,0
	16,66



b1 = 0,625 ;  = 0,386



	Bols
	Diamètre
	Temps
	Diamètre
	Temps

	8,0
	34,88
	5,5
	15,61

	10,4
	17,67
	6,0
	13,25

	7,4
	16,41
	12,0
	45,78

	5,4
	12,02
	14,2
	37,11

	6,0
	23,21
	10,0
	23,74

	9,0
	28,64
	13,0
	39,71

	9,0
	44,95
	15,2
	22,55

	7,5
	20,21
	11,0
	53,18

	14
	32,62
	8,0
	21,34

	7,0
	17,84
	9,0
	20,59

	9,0
	22,82
	8,5
	30,2

	12
	29,48
	
	



b1 = 2,15 ;  = 0,707


a)	Tester, pour chaque type de vaisselle, l'hypothèse que le temps de polissage ne dépend pas du diamètre.



b)	Une question pertinente est la suivante : la pente de la droite, 1, est-elle la même pour tous les types de vaisselle ? Les techniques pour tester une telle hypothèse dépasse le niveau de ce livre. Mais s'il s'agit de savoir si les pentes de deux types de vaisselle sont égales, nous pouvons proposer une statistique qui dans certains cas permet de rejeter l'hypothèse d'égalité. Supposons que b1 et d1 sont les pentes calculées à partir de deux échantillons indépendants ; et que  et  sont les estimations correspondantes des écarts-types. La statistique T = est une façon de normaliser l'écart entre les deux pentes. Si les effectifs sont assez importants, on peut rejeter l'hypothèse d'égalité dans la mesure où |T| est très grande. Il est impossible de proposer un point critique, mais on se gardera de conclure à une réelle différence si |T| < 3. Vérifier qu'on peut probablement conclure qu'il y a une réelle différence dans les pentes entre les plateaux et les plats de service. Montrer qu'il pourrait aussi y avoir une différence entre les assiettes et les plats de services, bien que dans ce cas la conclusion soit beaucoup moins certaine.
12.15	Le Ministère du revenu reçoit régulièrement des demandes de remboursement de la TPS, normalement sous la forme d'un tableau dont chaque ligne représente un compte à partir duquel on peut calculer le montant de remboursement réclamé x. Le Ministère prélève un échantillon de ces comptes et recalcule le montant dû, y, qui corrige le montant réclamé x. Il y a naturellement, une forte corrélation entre x et y. Une compagnie soumet une liste de 10 000 comptes, accompagnés des montants réclamés x. Le Ministère tire un échantillon de 50, vérifie les montants réclamés x et les remplace s'il y a lieu par les montants corrigés y. 





n =50 ; =1 305 133 ; =1 124 453 ; 
=1 612 827 823 ; =2 115 972 077 ; 
 = 1 345 811 947.
a)	Déterminer la droite de régression y = bo+b1x.
b)	Déterminer le coefficient de corrélation r entre x et y.
d)	Estimer σy.x.
e)	Estimer l'écart-type de b1.
f)	Déterminer un intervalle de confiance pour 1.
g)	Tester l'hypothèse que la droite de régression y = o + 1x est horizontale. Exprimer votre conclusion en termes concrets.
h)	Estimer y.25000, la valeur corrigée moyenne d'un compte pour lequel un montant de 25 000 $ est réclamé. 
h)	Déterminer un intervalle de confiance pour y.25000.
12.16	Au dernier numéro, l'échantillon a été tiré d'une très grande population créée artificiellement (elle est donc connue entièrement). Voici les paramètres de cette population :
o = -215,7380 ; 1 = 0,8355 ; ρ = 0,7727 ; σy.x = 4 262,24.
a)	L'intervalle de confiance pour 1 calculé au numéro précédent contient-t-il 1 ?


b)	Déterminer l'écart-type  de b1 (en utilisant, le fait que  est connu).

c)	Déterminer un intervalle de confiance pour 1 (en utilisant, ici aussi, le fait que  est connu). Est-ce que l'intervalle contient 1 ?
d)	Déterminer y.25000.
e)	Est-ce que l'intervalle de confiance pour y.50000 calculé au numéro précédent contient y.25000 ?


f)	Déterminer l'écart-type de  (en utilisant, le fait que  est connu).

g)	Déterminer un intervalle de confiance exact y.25000 (en utilisant le fait que est connu).

h)	On constate que l'écart entre bo et o est important :
bo = 707,8943 alors que o = -215,7380, une différence de 923. Cet écart est-il significatif ? On peut calculer l'écart-type de bo : = 176,8. À la lumière de cette information, trouvez-vous l'écart |bo-o| anormalement élevé ?
12.17	Dans le cadre d’une étude comparative, une équipe de chercheurs fait passer un test de vocabulaire à un groupe de 150 femmes et
80 hommes. Outre le score obtenu au test, les chercheurs notent le nombre d’années de scolarité de chaque sujet. Voici les résultats :


	
	
	Score au test de vocabulaire (y)
	Nombre d’années de scolarité (x)
	

	
	Nombre de sujets
	
Moyenne 

	Écart-type 
sy
	
Moyenne
 
	Écart-type
 sx
	Covariance sxy entre score et scolarité

	Femmes
	150
	50
	10
	12
	2
	16

	Hommes
	80
	55
	12
	14
	3
	18


Considérer les modèles suivants :

[bookmark: _GoBack]Femmes : y = o + 1x ; Hommes : .
Soit y = bo + b1x la droite de régression estimée pour les femmes ; 
et y = go + g1x celle pour les hommes.
a)	Déterminer bo, b1, go et g1.


b)	Estimer  et .
c)	Estimer l'écart-type de la différence b1-g1 [Rappel : Var(X - Y) = Var(X) + Var(Y) lorsque X et Y sont des variables aléatoires indépendantes].
d)	À la lumière de vos réponses précédentes, pouvez-vous conclure que 1 est différent de γ1 ?

	[Considérer la statistique Z =  comme une cote Z].
e)	Soit fy,x et hy,x, les moyennes en vocabulaire des femmes et des hommes, respectivement, ayant x années de scolarité. Estimer fy,13 et hy,13.
f)	Estimer la différence (femmes-hommes) entre la moyenne des scores au test de vocabulaire des femmes avec 13 années de scolarité et la moyenne des scores au test de vocabulaire des hommes avec 13 années de scolarité.
g)	Estimer l'écart-type de l'estimateur en f).
h)	À la lumière des calculs que vous avez faits, pouvez-vous conclure que le score en vocabulaire des femmes avec 13 ans de scolarité est supérieur à celui des hommes de même scolarité ?
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