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Les probabilités discutées au chapitre 3 portent sur des événements relativement simples. Elles proviennent soit d’une observation directe (la probabilité d’un garçon à la naissance est 0,513), soit d’une hypothèse a priori raisonnable (la probabilité de FACE est 1/2.) Mais la théorie des probabilités a été développée afin de déterminer les probabilités d'événements plus complexes, calculées avec ces probabilités élémentaires pour prémisses. 
Exemple Un hôpital est poursuivi pour négligence à la suite de ce qui semble être un nombre excessif de décès maternels : 4 décès sur 8 230 accouchements, ce qui est trop étant donné que, selon les statistiques, les décès en couches sont aujourd'hui plutôt rares : 61 pour un million d'accouchements. Mais est-ce un hasard ? La poursuite doit montrer que non, que la probabilité d’un tel événement, si l'on exclut l'hypothèse de négligence — ou autre méfait — est très faible. La probabilité d'un décès en couches, soit 0,000061, est une statistique observée, mais un développement mathématique est nécessaire pour passer de cet élément de base à la probabilité qu’il y ait 4 décès (ou plus) sur 8 230 accouchements.

Remarque Dans le dernier exemple, une approche plus sophistiquée serait probablement nécessaire. Entre autres, elle tiendra compte de l’âge des patientes. La probabilité de 0,000061 étant une moyenne qui cache une grande variabilité de probabilités : 0,000021 pour les femmes de 10 à 24 ans ; 0,00012 pour les femmes de 40 ans et plus, etc.

Le problème que nous cherchions à résoudre dans le dernier exemple est celui-ci : à partir de certaines données de base (le taux de décès en couches), nous devons déterminer la fonction de probabilité p(x) d’une variable aléatoire X (le nombre de décès parmi 8 230 accouchements.) En général, lorsqu’une variable aléatoire X est issue d’une expérience bien définie, sa fonction de probabilité p(x) découle des données de base à l’aide d’un raisonnement probabiliste. Voici un exemple. 
Exemple Soit X le nombre de FACE obtenues en 2 lancers d’une pièce de monnaie. Quelle est sa fonction de probabilité p(x) ? Comment obtenir p(0), p(1), et p(2) à partir de l’hypothèse que les deux résultats, PILE et FACE, sont équiprobables ? Les résultats possibles sont {PP, PF, FP, FF}, et donc P(X = 0) = P(X = 2) = 1/4 et P(X = 1) = 1/4 + 1/4 = 1/2. On a donc la fonction de probabilité :
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On devine que ce contexte — le lancer de deux pièces de monnaie — peut être défini plus largement sans changer sa nature essentielle. Par exemple, on peut l’élargir pour parler de lancer non pas 2, mais 3, 10 ou 1 000 pièces de monnaie ; et l’élargir encore pour inclure le lancer d’une pièce de monnaie non équilibrée ; ou d’un dé non équilibré. Tous ces cas ont manifestement quelque chose en commun, ils partagent certaines caractéristiques communes qui font qu’il ne sera pas nécessaire de les traiter à la pièce. Un même raisonnement mène à la fonction de probabilité dans tous ces exemples. Il sera dès lors possible de déterminer une seule et même fonction de probabilité p(x) — exprimée par une formule — pour toute une classe de variables aléatoires. 
Nous allons ici décrire quelques-unes de ces situations types, chacune représentée par l'un des exemples suivants :
1.	On tire au hasard un échantillon de n pièces fabriquées ; X est le nombre de pièces défectueuses dans l’échantillon. 
2.	On forme au hasard un comité de n personnes choisies parmi les 
N étudiants d’une classe ; Y est le nombre de filles dans le comité.
3.	Dans le cadre d’une étude de marketing, on doit constituer un échantillon de n familles immigrantes. Pour ce faire, on signale des numéros de téléphone au hasard jusqu’au moment où l’on obtient n familles immigrantes ; Z est le nombre d’appels qu’il faudra faire pour constituer l’échantillon.
4.	On s’installe dans un coin de rue de 14 :00 à 16 :00 ; W est le nombre de taxis qui passeront cette fois-ci dans cet intervalle de temps.
Nous allons donc obtenir une fonction de probabilité distincte pour chacune des variables X, Y, Z et W — une formule pour chacune qui définira une loi de probabilité. 
Une loi de probabilité est caractérisée par un contexte expérimental et une variable aléatoire. La loi (ou fonction de probabilité) d’une variable aléatoire X sera donc connue dès qu’on aura identifié le contexte qui l’a générée. On pourra alors calculer diverses probabilités à l'aide d'une « formule ». 
Nous définirons dans ce chapitre quatre des lois les plus communes (dont les variables X, Y, Z, et W décrites ci-dessus sont des exemples) : la loi binomiale, la loi hypergéométrique, la loi binomiale négative et, enfin, la loi de Poisson. La loi géométrique, discutée aussi, est un cas particulier de la loi binomiale négative. Nous introduirons aussi la loi multinomiale, une généralisation de la loi binomiale dont nous nous servirons au chapitre 11. 
Les variables traitées ici ne prennent que des valeurs entières et à ce titre sont appelées lois discrètes. Nous remettons au chapitre 5, l'étude d'une autre classe de lois, les lois dites continues.
Notation
Nous utiliserons à plusieurs reprises dans ce chapitre les notations suivantes : 
Factorielle
Si n est un entier positif, n! (n factorielle) désigne le produit de tous les entiers de 1 à n :
n! = 123…(n-1)n.
Par exemple, 5! = 12345 = 120.
n! représente le nombre de façons d'ordonner n objets. Par exemple, le nombre de façons d'aligner les lettres A, B, C, D, et E est 5! = 120. Par définition, 0! = 1.
Combinaisons

Si n est un entier positif et x un entier, 0 ≤ x ≤ n, alors la notation  désigne le nombre de combinaisons de x objets choisis parmi n, qui est égal à 

.

Par exemple, = 126 représente le nombre de façons de choisir
4 personnes parmi 9.
4.1	Loi binomiale
L’exemple des deux pièces de monnaie évoqué au début du chapitre pourrait servir de paradigme à une classe de problèmes beaucoup plus large. Il s’agit, dans cette classe, d’expériences constituées d’une série d’épreuves indépen-dantes. En voici quelques exemples :
· On lance des pièces de monnaie et on compte le nombre X de FACE ; 
· On tire des objets manufacturés d’un grand lot et on compte le nombre
Y d’objets défectueux ; 
· On interroge un groupe de citoyens tirés au hasard et on compte le nombre Z de ceux qui s’opposent au mariage entre personnes de même sexe. 
On perçoit aisément que ces trois situations ne sont que superficiellement différentes, qu'elles sont fondamentalement identiques, et donc que les variables aléatoires X, Y et Z possèdent une fonction de probabilité de même forme. On dit alors qu’elles sont de même loi. Cette loi est appelée loi binomiale. Nous donnerons une expression mathématique à leur fonction de probabilité, mais commençons par définir formellement ce que ces variables ont en commun.
La loi binomiale s’applique à toute expérience qui satisfait aux conditions suivantes :

i)	L’expérience est composée d’une suite de n épreuves indépendantes.
ii)	Chaque épreuve peut donner lieu à deux résultats, appelés « succès » et « échec ».
iii)	La probabilité p de succès est la même à chaque épreuve.

Si X est le nombre de succès obtenus au cours d’une telle expérience, alors X est dite de loi binomiale de paramètres n et p. En abrégé : X ~ B(n ; p). 
Exemples 4.1 Quelques variables de loi binomiale
1.	On lance un dé équilibré 20 fois ; X est le nombre de « 6 » obtenu.
	Alors X ~ B(20 ; 1/6).
2.	On tire un échantillon de 15 pièces dans un grand lot de pièces fabriquées ; X est le nombre de pièces défectueuses dans l’échantillon. Alors X ~ B(15 ; p), où p est la proportion de pièces défectueuses dans le lot.
3.	Dans un sondage d’opinion, on interroge 500 personnes choisies au hasard dans une population ; X est le nombre de ceux qui répondent « oui » à la question « Êtes-vous en faveur d’une loi interdisant le port d’un masque lors d'une manifestation ? ». Alors X ~ B(500 ; p), où p est la proportion de personnes dans la population qui voudraient qu’on interdise le port du masque dans une manifestation.
4.	On observe 25 naissances dans un hôpital ; X est le nombre de garçons parmi les nouveau-nés. Alors X ~ B(25 ; p), où p est la probabilité qu’un nouveau-né soit un garçon, soit à peu près 51 %.
5.	On teste une nouvelle pilule auprès de 65 personnes souffrant de migraines ; X est le nombre de ceux qui ont trouvé la pilule efficace. Alors X ~ B(65 ; p), où p est la probabilité qu’un sujet détecte un effet (et donc, éventuellement, le pourcentage de personnes qui trouveraient la pilule efficace).


Si X ~ B(n ; p), alors X prend les valeurs 0, 1, ... , n. Sa fonction de probabilité p(x) peut être exprimée par une équation :

Fonction de probabilité d’une loi binomiale de paramètres n et p [X ~ B (n ; p)]

.

Exemple 4.2 Le calcul d’une probabilité
On tire un échantillon de 15 pièces dans un grand lot de pièces fabriquées. Supposons que 12 % des pièces du lot sont défectueuses. Quelle est la probabilité que 4 des 15 pièces tirées soient défectueuses ?
Solution Si X est le nombre de pièces défectueuses parmi les 15, donc
X ~ B(15 ; 0,12). Alors 


P(X = 4) =  = (0,12)4(0,88)11  0,06937.

 
Exemple 4.3 Le calcul d’une probabilité
On tire au hasard une famille parmi celles ayant 5 enfants. Quelle est la probabilité qu’il y ait moins de deux filles dans cette famille ? (On simplifiera les calculs en supposant que la probabilité qu’un nouveau-né soit une fille est 1/2.)
Solution En supposant l’indépendance entre les naissances (relativement au sexe de l’enfant), le nombre de filles dans une famille de cinq enfants est de loi B(5 ; 0,5). Par conséquent, la probabilité cherchée est : P(X  1) = P(X = 0) + P(X = 1) = 0,1875.

La figure suivante représente la loi B(5 ; 0,5).
Figure 4.1 Fonction de probabilité d’une variable X ~ B(5 ; 0,5)

Espérance et variance d’une variable de loi binomiale
Puisqu’on peut calculer la probabilité p(x) = P(X = x) pour chaque x = 0, 1, ... , n, il est possible de calculer l’espérance µ et la variance 2 de X. Rappelons les formules générales de l’espérance et de la variance :


E(X) =  et Var(X) = .

Puisque p(x) = pour x = 0, 1, , n, on a


 et .
Ce calcul se fait aisément sur un tableur. Le tableau 4.1 illustre le calcul pour une variable de loi B(5 ; 0,5) et donne µ = 2,5 et 2 = 1,25.
Tableau 4.1 Calcul de  et 2 pour une variable de loi B(5 ; 0,5)
	x
	p(x)
	x•p(x)
	(x-)2•p(x)

	0
	0,03125
	0
	0,1953125

	1
	0,15625
	0,15625
	0,3515625

	2
	0,31250
	0,62500
	0,0781250

	3
	0,31250
	0,93750
	0,0781250

	4
	0,15625
	0,62500
	0,3515625

	5
	0,03125
	0,15625
	0,1953125

	
	1
	 = 2,5
	σ2 = 1,25


Mais ces calculs ne sont pas nécessaires car il existe des formules beaucoup plus simples qui leur sont équivalentes, c’est-à-dire, qui donnent les mêmes résultats. Les voici :
Espérance et variance d’une variable X ~ B(n ; p) 
E(X) = np et Var(X) = np(1 - p) = npq.
Si X ~ B(5 ; 0,5), alors μ = E(X) = 5(0,5) = 2,5 ; et σ2 = 5(0,5)(1-0,5) = 1,25. Mêmes résultats avec beaucoup moins d’effort.
Exemple 4.4 Tirages avec remise 
Un vérificateur prélève un échantillon de 30 transactions dans une très grande population de transactions. Dans la population, le taux d'erreur est de un sur 1 000. 
a)	Quelle est la probabilité que 2 des 30 transactions échantillonnées soient erronées ? 
b)	Quelle est la probabilité qu’au plus 2 des transactions échantillonnées soient erronées ?
c)	Quelle est la probabilité que plus de 2 des transactions échantillonnées soient erronées ?
Solution Soit X le nombre de transactions erronées dans l'échantillon. Dans le contexte, il est évident que les tirages se font sans remise (on ne vérifie pas deux fois une même transaction). Étant donné, cependant, que la population est très grande, on peut les considérer indépendants (ou « presque ») et alors X ~ B(30 ; 0,001).

a)	P(X = 2) =(0,001)2(0,999)28 = 0,000423 ; 
b)	P(X  2) = P(X = 0) + P(X = 1) + P(X = 2) 



 	= (0,001)0(0,999)30 + (0,001)1(0,999)29 + (0,001)2(0,999)28 
 	= 0,970431 + 0,029142 + 0,000423 = 0,999996 ; 
c)	P(plus de 2 transactions erronées) = 1 - P(au plus 2 transactions erronées) 
 	= 1 - 0,999996 = 0,00000398.


Remarque Si les tirages se font sans remise, le nombre X de transactions erronées (de « succès ») dans l'échantillon, ne suit pas exactement une loi binomiale, car la condition d'indépendance des épreuves n'est pas satisfaite. En effet, le résultat d'un tirage dépend des résultats obtenus aux tirages précédents. Cependant, l’échantillonnage est souvent effectué dans de très grandes populations, de sorte que la dépendance entre les tirages est très faible. Dans ce cas on se permet d'utiliser la loi binomiale.

Exemple 4.5 Détermination de n
Les 25 employés d’un bureau organisent une loterie. Ils sont numérotés de
1 à 25 et chaque semaine un numéro est tiré au hasard parmi les nombres de 1 à 25. L’employé qui porte ce numéro gagne un prix de 25 $. Jean se demande combien de semaines la loterie doit durer pour qu’il ait plus de 70 % des chances de gagner le prix au moins une fois durant cette période.
Réponse Soit n le nombre de semaines où les employés feront cette loterie. Durant cette période, Jean peut gagner 0, 1, …, ou n fois. Nous devons déterminer la valeur de n pour laquelle la probabilité que Jean ne gagne jamais soit inférieure à 30 %. La probabilité qu’il ne gagne jamais est


 = .
Il faut donc que



 < 0,30  5) < ln (0,30)  n >   29,49.
La loterie devra donc durer au moins 30 semaines pour que Jean ait plus de 70 % de chances de gagner une fois ou plus.


Exemple 4.6 Test d’hypothèse
Un détaillant reçoit un grand lot de noix mixtes. Selon le contrat signé avec le fournisseur, le lot doit contenir 10 % (ou plus) de noix de cajou. Le détaillant inspecte un échantillon de 40 noix et n’y trouve aucune noix de cajou. 
a)	Est-ce assez pour conclure que le pourcentage de noix de cajou dans le lot est inférieur à 10 % ?

	Réponse Soit X le nombre de noix de cajou dans un échantillon de taille 40. X ~ B(40 ; p) et selon le fournisseur, p = 0,10. On calculera la probabilité P(X = 0 | p = 0,10), où la barre verticale « | » signifie « étant donné que ». On trouve P(X = 0 | p = 0,10) = = 0,0148. Cette probabilité étant plutôt faible, nous considérons la valeur
p = 0,10 peu vraisemblable. Le détaillant aurait raison de rejeter le lot.

Exemple 4.6 (suite et fin) Test d’hypothèse
b)	Compte tenu de la valeur observée X = 0, quelles sont les valeurs de p qu’on considèrerait « vraisemblables » ?
	Réponse La notion de vraisemblable est plutôt subjective. On fixera un seuil de probabilité, c’est-à-dire, nous considérerons « vraisemblable » toute valeur de p pour laquelle P(X = 0 | p) ≥ 0,05. Donc p est « vraisemblable » si (1-p)40 ≥ 0,05 1-p ≥ (0,05)1/40  p ≤ 1‑(0,05)1/40 = 0,0722.

Additivité de la loi binomiale
Si X1, X2, …, Xk sont des variables aléatoires indépendantes de loi binomiale de paramètres n1, n2, …, nk, respectivement et p (commun à tous), alors la somme
X = X1+X2+…+Xk est de loi binomiale de paramètres n = n1 + n2 +…+ nk et p. Cet énoncé n’exige pas de démonstration mathématique car il tombe sous le sens :
X est le nombre total de succès au cours de n épreuves dont chacune a une probabilité de succès p.
Remarque On risque d’appliquer la loi binomiale à tort si on utilise des données prélevées par d’autres sans s’enquérir de la façon dont elles ont été prélevées. Supposons, par exemple, que X est le nombre de maisons unifamiliales qui ont un garage double dans un échantillon de 500 maisons. Si cette information provient d’une source extérieure, il se peut que X ne soit pas de loi binomiale, et ce pour plusieurs raisons. 
1)	L'échantillonnage a pu avoir été stratifié, c'est-à-dire, effectué de la façon suivante : On sépare la ville en
5 quartiers ; dans chacun des quartiers, on choisit au hasard 100 maisons. Dans ce cas, la probabilité de succès est fixe pour tous les tirages d'un même quartier, mais varie sûrement d'un quartier à un autre.
2)	La stratification pourrait avoir d'autres conséquences qui rendrait l'emploi de la loi binomiale encore plus problématique. Rappelons que nous supposons l'indépendance des tirages en dépit du fait qu'ils sont effectués sans remise — une supposition justifiée par la présumée grande taille de la population. Mais si on avait plutôt créé 100 strates (et tiré 5 maisons dans chacune), ces strates pourraient être trop petites pour qu'une approximation binomiale soit valable.
3)	L'hypothèse d'indépendance entre les tirages peut être violée encore plus sérieusement. Supposons qu'on ait répertorié toutes les rues, pour ensuite tirer un échantillon de rues (et puis un échantillon de maisons dans les rues sélectionnées). Il y aurait une dépendance non négligeable entre les résultats des tirages effectués dans une même rue.

4.2	Loi hypergéométrique
L'une des applications de la loi binomiale concerne des tirages effectués dans une population contenant deux sortes d’unités, comme, par exemple un lot d’objets manufacturés dont certains sont défectueux, d’autres pas. Le nombre d’objets défectueux (le nombre de « succès ») dans un échantillon de taille n est une variable de loi binomiale seulement si les tirages sont indépendants, ce qui n'est le cas que si les tirages sont effectués avec remise. Mais dans un sondage, les individus ne sont pas habituellement tirés avec remise. Par conséquent, le nombre de « succès » X n’est pas de loi binomiale. Précisons le contexte et fixons la notation : 
· Une population de taille N est constituée de N1 unités appartenant à une certaine classe, la classe , disons ; et N2 = N – N1 éléments n’appartenant pas à la classe  ; 
· On tire sans remise un échantillon de n éléments ; 
· X est le nombre d’éléments de la classe  qui se trouvent dans l’échantillon (on appellera X le nombre de succès).

Classe C
taille N1

Extérieur de la classe C
taille N2
x
n-x
Échantillon de taille n

Population de taille 
[image: ]



La situation rappelle celle qui définit la loi binomiale, et en fait, la loi binomiale peut être utilisée encore lorsque N est grand. Mais si N n’est pas incomparablement supérieure à n, l’approximation binomiale risque d’être plutôt grossière. X suit une loi appelée loi hypergéométrique, de paramètres n
(le nombre de tirages), et N1, N2 (les tailles de la classe  et de son complément). On écrit X ~ H(n ; N1, N2) pour signifier que X est de loi hypergéométrique. 
La fonction de probabilité d’une variable de loi H(n ; N1, N2) est donnée par l’équation suivante :
Fonction de probabilité d’une variable de loi hypergéométrique de paramètres n, N1, et N2 [H(n ; N1, N2)]

 , max(0 ; n-N2)  x  min(n ; N1).
Comme pour toute loi, l’espérance et la variance d’une variable de loi hypergéométrique peuvent s’exprimer en fonction de ses paramètres. Afin de lier celles-ci à celles d’une variable binomiale, définissons le paramètre

.
Le paramètre p, qui représente la proportion de « succès » dans la population, est aussi la probabilité de succès en un tirage. Elle a donc la même signification que le paramètre p de la loi binomiale. On a alors

Espérance et variance d’une variable X ~ H(n ; N1 ; N2)

E(X) = np et Var(X) = .
Remarque On constate que l’espérance est la même que pour une variable binomiale : que l’on tire avec remise ou sans remise, le nombre attendu de succès en n essais est le même. Par contre, la variance change : elle est inférieure lorsqu’on tire sans remise. Le lecteur peut tenter d'expliquer ce phénomène intuitivement.


Exemple 4.7 Calcul avec la loi hypergéométrique
On forme au hasard un comité de 5 étudiants choisis parmi les 5 filles et les 6 garçons d'une classe. Quelle est la probabilité que 3 membres du comité soient des filles ? Faire le calcul a) exact, à l'aide de la loi hypergéométrique, et b) approximatif, par la loi binomiale.
Solution 
a)	La population, de taille N = 11, est composée de N1 = 5 filles et de
N2= 6 garçons.
L'échantillon est de taille n = 5. Soit X le nombre de filles dans le comité. Alors 

P(X = 3)=  = 0,3247.
b)	Si nous supposons que X ~ B(5 ; 5/11), nous avons 

P(X = 3) =  = 0,2794.
La différence entre les deux résultats, 0,3247 et 0,2794, n'est pas négligeable : la loi binomiale ne fournit pas une bonne approximation de la loi hypergéométrique lorsque la population est petite.

 
Tirage avec et sans remise
On peut étudier l’effet d’un tirage sans remise (par opposition à un tirage avec remise) en comparant la loi hypergéométrique à la loi binomiale. Le tableau 4.2 présente les distributions B(5 ; 5/11) et H(5 ; 5 ; 6). Peut-on expliquer pourquoi les valeurs extrêmes (0, 1, 4 et 5) sont moins probables dans le cas de l’hypergéométrique ? Le fait que la variance est inférieure dans le cas d’une loi hypergéométrique se manifeste par des probabilités plus élevées au centre et plus faibles aux extrémités, comme on l’a déjà signalé au chapitre 3. 
Tableau 4.2 Comparaison de deux lois : B(5 ; 5/11) et H(5 ; 5 ; 6)
	x
	

	

	Différence relative

	0
	0,04828
	0,01299
	272%

	1
	0,20118
	0,16234
	24%

	2
	0,33530
	0,43290
	-23%

	3
	0,27941
	0,32468
	-14%

	4
	0,11642
	0,06494
	79%

	5
	0,01940
	0,00216
	796%


La différence entre les deux variances peut s’expliquer aussi par la dépendance entre les tirages. Une variable X de loi binomiale ou hypergéométrique peut s’exprimer comme une somme X = X1 +…+ Xn, où Xi est le résultat au ie tirage 
(Xi = 1 si le ie tirage donne un succès et Xi = 0 sinon). Si les tirages se font avec remise, les Xi sont indépendantes et la variance de X est égale à la somme de n variances. Mais si les tirages se font sans remise, les Xi sont négativement dépendantes ; ces dépendances négatives font diminuer la variance.
Figure 4.2 Lois B(5 ; (5/11)) et H(5 ; 5, 6)

Exemple 4.8 Approximation d'une hypergéométrique par une binomiale
L’approximation d’une loi X ~H(n ; N1, N2), par une loi B(n ; p), p = N1/N, peut être tout à fait acceptable si N est grand comparé à n. Soit n = 5 et p = 5/12. Comparer l’approximation par une loi B(5 ; 5/12) de la probabilité exacte P(X = 3) lorsque 
a)	N = 12 ; b) N = 24 ; c) N = 48, d) N = 72,


Solution	a)  = 0,26515 ;	b)  = 0,25692 ; 


	c)  = 0,25166 ;	d)  = 0,24984. 

Exemple 4.8 (suite et fin) Approximation d'une hypergéométrique par une binomiale

Si nous supposons que X ~ B(5 ; 5/12), on a P(X = 3) = (5/12)3(7/12)2 = 0,24615. Le tableau suivant résume les résultats :
[bookmark: DDE_LINK1]Loi
P(X = 3)
Pourcentage d’erreur
H(5 ; 5 , 7)
0,26515
7,17 %
H(5 ; 10 , 14)
0,25692
4,19 %
H(5 ; 20 , 28)
0,25166
2,19 %
H(5 ; 30 , 42)
0,24984
1,48 %
Dans tous les cas ci-dessus, n = 5 et p = 5/12. Nous voyons que les probabilités hypergéométriques s'approchent de plus en plus de la probabilité binomiale à mesure que N1 et N2 augmentent, de telle sorte que le rapport
p = N1/N = 5/12 reste constant.

 
Exemple 4.9 Test d'hypothèse
Un bloc d'habitation, composé de 20 logements, est mis en vente. Le propriétaire prétend que dans 4 de ces logements — pas plus — il y a un animal domestique. Un client éventuel, voulant vérifier cette affirmation, fait inspecter 5 logements tirés au hasard. Il trouve un animal domestique dans
3 d'entre eux. Le propriétaire a-t-il (vraisemblablement) menti ?
Solution Le nombre X de logements avec un animal domestique, parmi les
5 logements visités, suit une loi H(5 ; N1 , N2). Si le propriétaire a dit vrai,
N1 = 4 (et N2 = 16) et la valeur attendue de X sous l'hypothèse que N1 = 4 est E(X) = np = 5(4/20) = 1. La valeur observée X = 3, trois fois supérieure à la valeur attendue, semble excessive. Nous voulons savoir si une valeur aussi élevée lorsque N1 = 4 est probable. On calculera donc P(X  3 | N1 = 4), où la barre verticale « | » signifie « étant donné que ». La formule nous donne P(X  3 | N1 = 4) = P(X = 3 | N1 = 4) + P(X = 4 | N1 = 4) = 480/15 504 + 16/15 504 = 0,0320. Si on admet que la probabilité 0,0320 est « petite », on conclut, compte tenu de l'observation X = 3, que l'hypothèse N1 = 4 est peu vraisemblable : il serait trop peu probable d'avoir autant de logements abritant un animal domestique si N1 n’était que de 4. On dira que la valeur observée est peu conforme à l'hypothèse que N1 = 4.

4.3	Loi géométrique
Les variables binomiale et hypergéométrique ont ceci en commun qu’elles représentent le nombre de succès en un nombre n d’épreuves, n ayant été fixé avant l'expérience. Il arrive, cependant, qu’on ne veuille pas fixer le nombre d’épreuves au départ, comme dans le prochain exemple. 
Exemple 4.10 Nombre d’essais aléatoire
Une des applications des lois binomiale et hypergéométrique survient lorsqu’on cherche à estimer une proportion p à partir d’un échantillon aléatoire. Le contexte de l’exemple 4.2 illustre une telle application. Si on tire un échantillon de 15 pièces d'un lot de pièces fabriquées, c'est habituellement dans le but d’estimer la proportion de pièces défectueuses dans le lot. Si on trouve 4 défectueuses dans l’échantillon, on estime alors que la proportion p de pièces défectueuses dans le lot et de 4/15  26,7 %. Cette façon classique de procéder peut poser un problème lorsque p est très petit, comme, par exemple, lorsque p est le pourcentage de personnes souffrant d’une maladie très rare, ou la proportion de transactions comptables erronées ou frauduleuses. Ce qui peut arriver alors, c’est qu’un échantillon de taille fixée d’avance ne comprenne aucun succès. L’estimation qui en découlerait (p = 0 %) est manifestement fausse. En prévision de cette éventualité, il convient de ne pas fixer d’avance le nombre de tirages mais de se préparer plutôt à poursuivre les tirages jusqu’au moment où l’on obtient un succès. On comptera alors le nombre d’essais nécessaire pour réaliser ce premier succès. Ce nombre nous informe sur la valeur de p, car si le nombre d’essais est élevé, c’est que p est petit ; s’il est faible, c’est que p est grand.

 
Considérons donc une expérience composée d'épreuves indépendantes, avec probabilité de succès p à chaque épreuve. Supposons qu’on continue à effectuer des essais jusqu'à ce qu’on réalise un premier succès. Le nombre de succès ici n'est donc pas aléatoire, il est toujours égal à 1 ; ce qui est aléatoire, et qu'on désigne par X, c'est le nombre d'essais nécessaire pour obtenir ce premier succès. La variable X est dite de loi géométrique de paramètre p. On exprime ce fait par X ~ G(p).

La fonction de probabilité est

Fonction de probabilité d’une variable géométrique de paramètre p [X ~ G(p)]
p(x) = p qx-1	 x = 1, 2, 3, …

où q = 1 - p. Voici les formules de l’espérance et la variance de X.

Espérance et variance d’une variable X ~ G(p)


E(X) = et Var(X) =.
Exemple 4.11 Loi géométrique
Perdu dans une ville étrangère, vous avez l’intention de demander à un passant comment vous rendre au musée. On suppose qu’une personne sur
5 saurait vous guider. Si on désigne par X le nombre de personnes que vous allez devoir approcher pour enfin obtenir une réponse, déterminer p(x) pour
x = 1, ... , 6, et calculer P(X  6). Déterminer E(X) et Var(X).
Solution X ~ G(1/5) ; p(x) = (1/5)(4/5)X-1 = (0,2)(0,8) X-1.
p(1) = 0,2 ; p(2) = 0,16 ; p(3) = 0,128, p(4) = 0,1024.
p(5) = 0,08192 , p(6) = 0,065536. 
P(X  6) = 0,2 + 0,16 + 0,128 + 0,1024 + 0,08192 + 0,065536
	= 0,737856.
E(X) = 1/p = 5 ; Var(X) = q/p2 = 20.

 
Une particularité commode de la loi géométrique : il existe une formule très simple pour calculer des probabilités cumulatives. La voici :

Fonction de probabilité cumulative d’une variable X ~ G(p)
P(X ≤ x) = 1 - qx.

Exemple 4.12 Loi géométrique
Dans le contexte de l’exemple 4.11, calculez P(X  6). 
Solution P(X  6) = 1 - q6 = 1 - (0,8)6 = 1 – 0,262144 = 0,737856.

4.4	Loi binomiale négative
La loi géométrique est un cas particulier d’une loi plus générale, la loi binomiale négative. Le contexte est le même : des épreuves indépendantes, probabilité de succès p, nombre d’épreuves aléatoire. Ce qui change, c’est la règle d’arrêt : on s’arrête dès qu’on obtient n succès, où n est un entier positif fixé d’avance. La variable aléatoire X est le nombre d’essais nécessaire pour obtenir le ne succès. On dit alors que X est de loi binomiale négative et on écrit X ~ B-(n ; p).

Remarque Si n = 1, la loi binomiale négative est en fait la loi géométrique.


Exemple 4.13 Nombre d’essais aléatoire
Reprenons la discussion de l’exemple 4.10. On sait que le nombre d’essais nécessaire pour avoir un succès donne une idée de la proportion p qu’on tente d’estimer. Si on obtient un succès assez vite (X petit), on a une bonne raison de croire que p est grand. Mais cette déduction est risquée, car il n’est pas improbable que le premier succès arrive assez vite même si p est petit. On peut se prémunir contre ce risque en poursuivant les tirages après le premier, jusqu’au 2e, ou 3e,.., ou ne tirage.

La fonction de probabilité d’une variable de loi B-(n ; p) est
Fonction de probabilité d’une variable de loi binomiale négative de paramètre
p [X ~ B -(n ; p)]

p(x) = ,	x = n, n + 1, …
L’espérance et la variance de X sont données par
Espérance et variance d’une variable X ~ B -(n ; p)


E(X) =  et Var(X) =  où q = 1-p.
Exemple 4.14 Loi binomiale négative
On vérifie, l'une après l'autre, les transactions d'un fichier contenant des dizaines de milliers de transactions. Supposons que 1 % des comptes du fichier contiennent des erreurs. 
a)	En moyenne, combien devra-t-on vérifier de transactions pour en trouver 3 qui contiennent des erreurs ? 
b)	Quelle est la probabilité qu'il faille vérifier exactement 300 transactions pour en trouver 3 avec des erreurs ? 
c)	Quelle est la probabilité qu'il faille en prélever plus de 300 ?
Solution X = nombre de transactions vérifiées au moment où la 3e erreur est détectée. 
a)	E(X) = n/p = 3/0,01 = 300. 

b)	P(X = 300) = (0,01)3(0,99)297 = 0,002251699.
c)	Il faudra prélever plus de 300 transactions si et seulement si les 300 premiers essais donnent moins de 3 transactions contenant des erreurs. 


	P(X > 300)	= (0,01)0(0,99)300 + (0,01)1(0,99)299

+ (0,01)2(0,99)298 
		= 0,04904089 + 0,14860877 + 0,22441425 = 0,4220639.

 
Additivité de la loi binomiale négative
Si X1, X2, …, Xk sont des variables aléatoires indépendantes de loi binomiale négative de paramètres n1, n2, … nk, respectivement, et p (commun à tous), alors la somme X = X1+X2+…+Xk est de loi binomiale négative de paramètres
n = n1+n2+…+ nk et p. Cet énoncé découle du sens des variables X1, X2, …, Xk et X : X est le nombre d’essais nécessaire pour obtenir n succès lorsque chaque épreuve a une probabilité de succès p. Cas particulier : une somme de
k variables géométriques indépendantes de même paramètre p est de loi binomiale négative de paramètre k et p. 
4.5	Loi de Poisson
La loi de Poisson, comme la loi binomiale, représente le nombre de fois où un certain événement se produit. Mais l’expérience ne consiste pas à répéter une même épreuve plusieurs fois ; elle consiste plutôt à observer l’apparition d’un certain événement dans un intervalle de temps : le nombre d'appels reçus par une réceptionniste entre 14 heures et 16 heures ; le nombre d'arrivées à un poste de péage dans l'espace d'une heure ; le nombre d'émissions de certaines particules sous-atomiques en une seconde. Elle peut aussi représenter le nombre de points dans un espace, comme par exemple le nombre de petits défauts sur une plaque d’émail. Finalement, la loi de Poisson peut servir à approcher la distribution d’une variable de loi binomiale lorsque n est grand et
p petit. 
Les conditions sous lesquelles la loi de Poisson s’applique sont plus délicates à définir. Nous remettons donc cette question à plus tard et commençons par une définition formelle :
Une variable est de loi de Poisson de paramètre  [X ~ P()] si sa fonction de probabilité est donnée par la formule suivante :

Fonction de probabilité d’une variable de loi de Poisson de paramètre
 [X ~ P()]

p(x) = , x = 0, 1, 2, ... 

où e est un nombre constant proche de 2,71828183. 
Le paramètre  est la moyenne de X. Un fait particulier : la variance d’une variable de loi de Poisson est égale à sa moyenne.

Si X ~ P(), alors 
E(X) = et Var(X) = 

Exemple 4.15 Nombre de décès
Admettons que X, le nombre de décès à Laval au cours des prochaines
24 heures, suit une loi de Poisson de paramètre  = 6,82. Calculer
a) P(X = 4)	b) P(X  3).
Solution

a)	.

b)	
	= 0,001091721 + 0,007445537 + 0,025389280 + 0,057718297
	= 0,09164483.

 
Remarque D’où vient la valeur  = 6,82 dans l’exemple 4.15 ? Sachant que  = E(X) est le nombre moyen de décès en un jour à Laval, nous pouvons estimer  à partir de données statistiques. Nous savons qu’il y a eu 2 490 décès à Laval en 2007, ce qui fait environ 6,82 par jour. C’est une estimation raisonnable de . Cependant, elle n’est certainement pas exacte, car il est fort possible que la fréquence des décès — du moins pour ce qui est des décès accidentels —  dépende du jour de la semaine et de l'heure. Idéalement, on prendrait pour  la moyenne pour un jour semblable au jour considéré.

Hypothèses justifiant la loi de Poisson
Revenons à la question laissée en suspens : comment sait-on qu’une variable X suit une loi de Poisson ? Il n’est pas vraiment possible de le savoir. Le seul fait que X est le nombre de fois où un certain « événement » se produit dans un intervalle de temps donné [0 ; t] ne garantit pas que X est de loi de Poisson. Le contexte expérimental doit satisfaire à certaines conditions pour que la loi de Poisson soit applicable. Voici, en gros, les conditions qui doivent être satisfaites :
1	X représente le nombre de fois où un événement E se produit dans un intervalle de temps [0 ; t] (ou dans une certaine région de l'espace). 
2	L'événement E est tel que la probabilité p qu'il se produise exactement une fois dans un tout petit sous-intervalle de durée  est à peu près proportionnelle à  lorsque  est petit, c’est-à-dire, p   ; et la probabilité qu'il se produise plus d'une fois dans le sous-intervalle est négligeable lorsque  est petit.

3	La réalisation de E dans deux intervalles disjoints constitue deux événements indépendants. 
 [image: ]
Lorsque ces conditions sont réunies, X suit une loi de Poisson de paramètre
 = t. C’est dans chaque contexte particulier qu’on devra évaluer la vraisemblance des hypothèses 1, 2, 3. On peut utiliser la loi de Poisson avec confiance dans la mesure où ces conditions sont vérifiées, mais en fin de compte, ce sont les données statistiques qui justifieront ou infirmeront le modèle. 
Remarque Précision sur le sens de . 
Le paramètre   t est le nombre moyen de réalisations dans l’intervalle de temps considéré, alors que  en est la fréquence, c’est-à-dire, le nombre moyen de réalisations par unité de temps. Par exemple, si le taux de naissance au Canada est de 43 par heure, alors  = 43, le taux unitaire. Si X représente le nombre de naissances au courant des prochaines 5 heures, alors X suit une loi de Poisson de paramètre  = 5(43) = 215. 
Les hypothèses décrites ci-dessus peuvent être exprimées en termes d’espace lorsqu’il s’agit de la distribution de points sur une surface : l’intervalle [0 ; t] est remplacé par une surface S et les sous-intervalles par des petits carrés.  représente alors le nombre moyen de points sur S.

Lien avec la loi binomiale
La loi de Poisson découle des conditions 1, 2 et 3 explicitées ci-dessus grâce au lien suivant entre la loi de Poisson et la loi binomiale :



Lorsque X est de loi B(n ; p) et n est grand et p petit, alors les valeurs de la fonction de probabilité  s’approchent de celles de  avec
 = np.




Si on désigne par n le nombre de sous-intervalles de longueur , alors n = t/, et le nombre X de sous-intervalles dans lesquels l’événement E se produit est à peu près de loi B(n ; p). Cette approximation binomiale est d’autant meilleure que  est petit (la condition 2 étant alors plus vraisemblable) et n (conséquemment) grand. Ce sont précisément les conditions dans lesquelles  approche . Supposons, par exemple, qu’on cherche à déterminer la probabilité P(X = 4), où X est le nombre de taxis qui passeront par une certaine intersection entre 13 :00 et 14 :00. On estime que le nombre moyen de taxis qui passent entre 13 :00 et 14 :00 est 2,5. On pourrait découper l’heure en 10 intervalles de 6 minutes et supposer que la probabilité qu’un taxi passe dans un intervalle de 6 minutes est 0,25 et que la probabilité de plus d’un taxi dans un intervalle est négligeable. Alors X est de loi B(10 ; 0,25). (La supposition que p = 0,25 est conforme à l’hypothèse que E(X) = 2,5). Et alors P(X = 4) =  = 0,145998. Il n’est pas évident, cependant, que la probabilité de plus d’un taxi est négligeable, condition nécessaire pour que X soit de loi binomiale. Cette hypothèse est plus vraisemblable si on divise l’heure en 20 intervalles de 3 minutes, auquel cas, X ~ B(20 ; 0,125) et P(X = 4) = 0,13965699. Il n’est pas nécessaire de se limiter à 20 intervalles. Si on continue de cette manière, on voit dans le tableau suivant vers quoi les probabilités convergent : elles convergent vers = 0,13360189, la probabilité calculée sous l’hypothèse que X ~ P(2,5). 
	n
	p
	


	10
	0,25000
	0,14599800

	20
	0,12500
	0,13965699

	50
	0,05000
	0,13597523

	100
	0,02500
	0,13477983

	500
	0,00500
	0,13383605

	5 000
	0,00050
	0,13362527

	50 000
	0,00005
	0,13360422



En un certain sens, la loi de Poisson est un « cas extrême » de la loi binomiale. 

En principe, l’approximation est bonne lorsque n est grand et p petit. Mais, comme le montre le graphique suivant, elle peut être acceptable même lorsque ces conditions sont relâchées :
	B(30 ; 0,3) et P(9)
[image: ]
	B(90 ; 0,1) et P(9)
[image: ]


Remarque La loi de Poisson diffère des lois binomiale, hypergéométrique, géométrique et binomiale négative en ce que les conditions qui justifient son utilisation sont propres au phénomène observé et échappent au contrôle de l’observateur. Lorsqu’on utilise une loi binomiale, c’est qu’on a effectué nos tirages (ou autres épreuves) de telle sorte qu’ils soient indépendants — en tirant avec remise, par exemple ; et de telle sorte que la probabilité de succès demeure fixe — en effectuant nos tirages toujours dans les mêmes conditions. Cette assurance, nous ne l’avons pas avec la loi de Poisson : l’indépendance supposée des intervalles est-elle vraiment réaliste ? La probabilité de succès dans un sous-intervalle est-elle proportionnelle à la longueur de l’intervalle ? La probabilité de plus d’un succès dans un sous-intervalle peut-elle vraiment être négligée ? On ne le sait pas toujours, car cela dépend du phénomène étudié et non de la méthodologie de l’expérimentateur.

L'exemple 4.16 illustre une situation où l'application de la loi de Poisson semble tout à fait indiquée. L'exemple 4.17 est plus typique de ce que l'on rencontre dans la vraie vie : la loi de Poisson est peut-être applicable, mais constitue, au mieux, un modèle approximatif

[bookmark: Bort98]Exemple 4.16 Application classique [von Bortkiewicz, L. (1898). Das Gesetz der Kleinen Zahlen. Leipzig : Teubner. Cité dans le site de Michael Friendly, http ://www.math.yorku.ca/SCS/friendly.html]
L’une des premières applications de la loi de Poisson porte sur le nombre
X de décès dus à des coups de sabots de cheval ou de mules dans un corps de l’armée prussienne pendant un an. On disposait de données sur 10 corps militaires sur une période de 20 ans — donc 200 réalisations de la variable X. La première colonne du tableau suivant présente les valeurs observées de X ; la deuxième donne l’effectif observé (par exemple, il y a eu 109 années-corps sans décès ; 65 avec un décès, etc.) ; et la troisième donne la fréquence observée. Si la loi de Poisson est un modèle adéquat, les fréquences des valeurs i = 0, 1, 2, et 3 devraient être proches des probabilités p(0), p(1), p(2), p(3), respectivement, et la fréquence de 4+ devrait être proche de P(X  4), les probabilités étant calculées à l’aide de la loi de Poisson. Ces probabilités figurent dans la quatrième colonne et ont été calculées en prenant pour  la valeur  = 0,61, le nombre moyen de décès dans l’échantillon (en supposant que le « 4+ » est en fait un 4). C’est une estimation raisonnable de , puisque  est l’espérance de X. 
x
Effectifs observés
Fréquences observées
Fréquences théoriques
0
109
0,5450
e‑0,61(0,61)0/0! =
0,5434
1
65
0,3250
e‑0,61(0,61)1/1! =
0,3314
2
22
0,1100
e‑0,61(0,61)2/2! =
0,1011
3
3
0,0150
e‑0,61(0,61)3/3! =
0,0206
4+
1
0,0050

 =
0,0036

200
1
1
1
Graphiquement, la concordance entre les fréquences observées et les fréquences théoriques est frappante :


On a donc de bonnes raisons de croire que X suit — à peu près, du moins —une loi de Poisson.

 
[bookmark: Mosteller84]Exemple 4.17 Un ajustement douteux : les articles de Madison [Mosteller, F., and Wallace, D. L. (1984]
Les données suivantes ont été recueillies dans le but d’établir la paternité de certains textes, mais c’est à d’autres fins que nous les reproduisons ici. Les 262 valeurs présentées dans le tableau ci-dessous représentent le nombre d’occurrences du mot (anglais) « may » dans des blocs de textes d’environ
200 mots. Est-ce que la variable X (nombre d’occurrence de « may » en un bloc de 200 mots) est de loi de Poisson ? Les calculs effectués dans la dernière colonne du tableau sont semblables à ceux effectués dans le dernier exemple, sauf qu’ici nous avons pris  = 0,8237 (une valeur plutôt éloignée de la moyenne ; certaines considérations techniques que nous ne discuterons pas ici nous la font préférer à la moyenne).
x
Observés
Observés
Théoriques
0
156
0,5954
0,4388
1
63
0,2405
0,3614
2
29
0,1107
0,1489
3
8
0,0305
0,0409
4
4
0,0153
0,0084
5
1
0,0038
0,0014
6+
1
0,0038
0,0002

262
1
1
Comme le montre le graphique ci-dessous, l’ajustement ici est nettement moins bon et permet de douter de la loi de Poisson comme modèle pour ce phénomène :



Remarque Le dernier exemple, contrairement au précédent, est un cas où la conclusion n’est pas évidente visuellement : les écarts entre les fréquences théoriques et les probabilités sont plus importants, certes, mais le sont-ils trop ? Est-ce que le hasard seul suffirait à expliquer les écarts ? L’intuition n’est pas un bon guide dans un cas comme celui-ci, sans extrêmes : l’ajustement n’est ni très bon (comme dans l’exemple 4.16), ni visuellement très mauvais. Ces questions sont importantes, et nous allons développer plus loin des techniques permettant d’y répondre de façon plus rigoureuse. On pourra, en fait, montrer formellement que l’hypothèse d’une loi de Poisson dans ce cas-ci est peu vraisemblable. Il aurait été difficile, d’ailleurs, de la justifier a priori. Il aurait fallu supposer que chaque mot d’un bloc de 200 mots peut être « may » ou pas, toujours avec probabilités fixes p et (1-p). Et il aurait fallu accepter une hypothèse d’indépendance qui n’est manifestement pas vraie : le mot « may », par exemple, ne peut pas paraître deux fois consécutives.

Additivité de la loi de Poisson
Il arrive qu’on ait affaire à plus d’une variable aléatoire suivant une loi de Poisson. Dans ce cas, il est utile de savoir que si les variables sont indépendantes, alors leur somme est également de loi de Poisson. Voici un énoncé formel de cette propriété :


Si X1, X2, ..., Xn sont indépendantes, Xi ~ (i), i = 1, 2, …, n, alors


X =  ~.

Exemple 4.18 Somme de variables de loi de Poisson
Supposons que le nombre de verres de boisson demandés par un voyageur aérien de première classe est de loi P(1,2). Quelle est la probabilité que les
6 voyageurs de première classe en un voyage donné demandent 10 verres ou moins ? La loi de Poisson est-elle vraiment applicable ? 
Solution Soit X1, X2,... , X6 sont les nombres de verres demandés par les
6 voyageurs. Si ces variables sont indépendantes et si chacune de ces variables est de loi de Poisson, alors la consommation totale X = X1 + ... + X6 suit une loi P(7,2). Donc P(X  10) = 0,8867. Il est possible que chacune des variables X1, ... , X6 suive à peu près une loi de Poisson ; mais pour conclure que X suit une loi de Poisson, il faut supposer que les 6 variables sont indépendantes. Le sont-elles ? Si les six voyageurs sont en fait trois couples, il y aura des dépendances qui invalident l’application du théorème.

4.6	Loi multinomiale
La loi multinomiale est une généralisation de la loi binomiale. Dans une expérience binomiale, chaque épreuve n’a que deux résultats possibles, {Succès ; Échec} : un bébé peut être une fille ou un garçon ; une pièce fabriquée peut être défectueuse ou conforme. Il est vrai que cette dualité n’est pas nécessairement intrinsèque au résultat. Elle peut être le résultat d’une classification en deux catégories d’une multiplicité de résultats. Une question concernant les droits de scolarité à l’université peut offrir au répondant d’un sondage le choix suivant de réponses :
	Gratuité
	Gel
	Indexation au
coût de la vie
	Majoration supérieure à
l’augmentation du coût de la vie


La loi binomiale n’est pas nécessairement exclue, car on peut être disposé à grouper ces réponses en deux catégories, comme, par exemple, ceux qui ne tolèrent aucune augmentation (les deux premières réponses) et les autres. 
Mais un groupement de catégories est une perte d’information qui n'est pas généralement souhaitable. Et elle est carrément déraisonnable lorsque la réunion de deux catégories en donne une dénuée de sens. Par exemple, dans le cadre d’une enquête sur la promotion de la santé faite par Statistique Canada, on demande aux répondants d’indiquer leur activité principale au cours des douze derniers mois. Les réponses proposées sont : {Travailleur ; À la recherche d’un emploi ; Étudiant ; Retraité ; Ménagère ; Autre}. Il est difficile d'imaginer un groupement qui aurait beaucoup de sens. Quel serait l'intérêt, par exemple, d'une classe qui regrouperait les travailleurs et les personnes à la recherche d'un emploi ?
Il y a donc 6 résultats possibles et on souhaite préserver l’identité de chacune. On peut désigner par p1 la probabilité qu’un individu réponde qu’il est « travailleur » ; par p2 la probabilité qu’il soit à la recherche d’un emploi ; … ; et par p6 la probabilité qu’il ait une activité autre que ces dernières. On suppose qu’un individu donné ne peut choisir qu’une seule occupation. Si on interroge n personnes, on peut résumer l’information relevée sous la forme d’une suite de 6 nombres, (x1 ; x2 ; … ; x6), où x1 est le nombre de personnes qui travaillent, x2 est le nombre de personnes qui cherchent un emploi, etc. Résumons :
	Résultat (i)
	Probabilité du 
résultat (i) en un tirage
	Nombre de fois où le résultat (i) est observé en n tirages

	Travailleur
	p1
	X1

	À la recherche d’un emploi
	p2
	X2

	Étudiant
	p3
	X3

	Retraité
	p4
	X4

	Ménagère
	p5
	X5

	Autre
	p6
	X6

	Total
	1
	n


Cet exemple illustre une situation que nous décrivons maintenant formellement en termes généraux. Une expérience aléatoire est composée de n épreuves indépendantes, où chaque épreuve peut donner lieu à k résultats mutuellement exclusifs {R1 ; R2 ; … ; Rk}, le résultat Ri avec probabilité pi, i = 1, ... , k. Considérons les k variables aléatoires X1, ... , Xk, où Xi est le nombre de fois (parmi n) où le résultat Ri se produit (i = 1, ... , k). Ensemble, ces k variables constituent ce qu’on appelle un vecteur aléatoire X : X = [X1 ; ... ; Xk]. 
Remarque Les probabilités p1, p2, … , pk et les variables X1  X2  … , Xk satisfont les conditions
p1 + p2+ … + pk = 1 et X1  X2  … + Xk  n.

La fonction de probabilité d’un vecteur aléatoire X = [X1 ; ... ; Xk] fait correspondre une probabilité à chaque ensemble de k valeurs. Elle est définie par
p(x1 ; ... ; xk) = P(X1 = x1 et X2 = x2, … , et Xk = xk).
Le vecteur aléatoire X suit une loi appelée loi multinomiale de paramètres n et
p1, ... , pk. Nous désignerons ce fait par X ~ M(n ; p1 ; p2 ; … ; pk). Nous allons donner une expression mathématique de cette fonction de probabilité. Elle fait intervenir le coefficient multinomial, défini par :


= .
Notons que dans le cas particulier où k = 2 on a



,
de sorte que le coefficient binomial n’est rien d’autre qu’un coefficient multinomial avec k  2.
La formule de la fonction de probabilité est
Fonction de probabilité d’un vecteur de loi multinomiale

p(x1 ; … ; xk) = P(X1 = x1, … , Xk = xk) = 
pour tout vecteur x = [x1 ; … ; xk] tel que xi ≥ 0 et xi = n.
Exemple 4.19 Loi multinomiale
Dans une certaine province, trois partis sont en lice. Supposons que dans la population, 50% des gens favorisent le parti A, 40% le parti B et 10% le
parti C. Calculons la probabilité que sur 6 personnes choisies au hasard dans cette province, 3 favorisent A, 1 favorise B et 2 favorisent C.
Ici, X ~ M(6 ; 0,5 ; 0,4 ; 0,1). Par conséquent, 


P[X	= (3 ; 1 ; 2)] =    0,125  0,4  0,01 
	= 0,03.

Commandes Excel
Loi binomiale

Les commandes suivantes permettent d’obtenir les probabilités P(X = x) et
P(X ≤ x) lorsque X ~ B(n ; p) , pour x = 0 à 5, n = 5, p = 0,4. La commande « combin(b; a) » évalue .
[image: ]
Voici les résultats :
[image: ]

Ces mêmes calculs peuvent être exécutés par la commande qui évalue directement l’expression P(X = x) =  (colonne B). Lorsque le dernier paramètre, « 0 », est remplacé par « 1 », on obtient la probabilité cumulative,
P(X ≤ x) (colonne C).
[image: ]
Loi hypergéométrique
Les commandes suivantes permettent d’obtenir les probabilités P(X = x) et
P(X ≤ x) lorsque X ~ H(n ; N1 ; N2), avec n = 5, N1 = 8, et N2 = 12 :
[image: ]


Voici les résultats :
[image: ]
Loi binomiale négative
Les commandes suivantes permettent d’obtenir les probabilités P(X = x) et
P(X ≤ x) lorsque X ~ B -(n ; p), n = 8 et p = 0,4 :
[image: ]
Voici les résultats :
[image: ]
On peut également invoquer la commande spécialisée :
[image: ]
Loi de Poisson
Les commandes suivantes permettent d’obtenir les probabilités P(X = x) et
P(X ≤ x) lorsque X ~ P(), pour x = 0 à 5. La valeur  = 3 est inscrite dans la colonne E et nommée dans la colonne D.
[image: ]


Une commande spécialisée existe aussi :
[image: ]
Loi multinomiale
Les commandes suivantes permettent d’obtenir les probabilités p(x) de quelques valeurs du vecteur X = [x1 ; x2 ; x3 ; x4], lorsque X ~ M (20 ; p1 ; p2 ; p3 ; p4). Les composantes du paramètre p = [p1 ; p2 ; p3 ; p4] sont inscrites dans la colonne E et nommées dans la colonne D.
[image: ]
4.7	Résumé
	Loi
	Application
	Valeurs possibles
	Fonction de probabilité
	Espérance
	Variance

	Binomiale 
B(n , p)
	X = nombre de succès au cours de n épreuves indépendantes ; la probabilité de succès est p à chaque épreuve.
	x = 
0, 1, … , n
	
, 
q = 1-p
	np
	npq

	Hypergéo-métrique
H(n, N1, N2)
	X = Nombre de « succès » dans un échantillon de taille n tiré sans remise d’une population dont N1 unités sont des succès et N2 ne le sont pas.
	x ≤ n,
x ≤ N1
x ≥ 0,
x ≥ n-N2
	

	np, 


p =
	


	Géométrique G(p)
	X= Nombre d’essais nécessaire pour obtenir un premier succès lorsque les essais sont indépendants et la probabilité de succès est p à chaque essai.
	x =
 1, 2, …
	qx-1p

	

	


	Binomiale négative 
B-(n , p)
	X= Nombre d’essais nécessaire pour obtenir n succès lorsque les essais sont indépendants et la probabilité de succès est p à chaque essai.
	x = 
n, n +1,…
	
,
q = 1-p
	

	


	Poisson
P()
	X = Nombre d’événements dans un intervalle de temps ou de points dans un espace.  est le nombre moyen d’événements dans l’intervalle de temps ou le nombre moyen de points dans l’espace donné.
	x = 
0, 1, 2, …
	

	
	

	Multinomiale
M(n ; p1,…,pk)
	Xi = Nombre de fois où le résultat Ri se réalise au cours de n épreuves indépendantes ; la probabilité du résultat i est pi à chaque épreuve ; 
i = 1,…, k.
	xi ≥ 0 pour tout i et 
∑xi = n
	

	E(Xi) 
= npi
	Var(Xi) = npi(1-pi)




Lien entre les lois binomiale et Poisson : Lorsque n est grand et p petit, la loi B(n , p) peut être approchée par la loi P() où  = np. En d’autres termes,    dans ces conditions.
Additivité des lois binomiales : Si X1, X2, …, Xk sont des variables indépendantes de loi binomiale de paramètres n1, n2, … , nk et p, alors la somme X = X1+ X2+ …+ Xk est une variable de loi binomiale de paramètres n = n1+n2+ …+ nk et p.
Additivité des lois binomiales négatives : Si X1, X2, …, Xk sont des variables indépendantes de loi binomiale négatives de paramètres n1, n2, … , nk et p, alors la somme X = X1+ X2+ …+ Xk est une variable de loi binomiale négative de paramètres n = n1+n2+ …+ nk et p.
Additivité des lois de Poisson : Si X1, X2, …, Xk sont des variables indépendantes de loi de Poisson de paramètres 1, 2, … , k, respectivement, alors la somme X = X1+ X2+ …+ Xk est une variable de loi de Poisson de paramètre  = 1+2+ …+ k.
4.8	Exercices
4.1	Dix pour-cent des pièces produites par une machine sont défectueuses. Dans un échantillon de 12 pièces choisies au hasard, quelle est la probabilité pour qu’on trouve 3 pièces défectueuses ?
4.2	Un examen de 8 questions objectives donne pour chaque question un choix de quatre réponses dont une seule est correcte. Pour réussir l'examen, il faut avoir au moins 5 bonnes réponses. Quelle est la probabilité qu'un étudiant qui ne connaît pas sa matière et répond au hasard réussisse ?
4.3	On estime à 13 % le pourcentage de gauchers dans la population. Quelle est la probabilité que dans une classe de 20 enfants il y ait
a) exactement 2 gauchers ? b) moins de deux gauchers ? c) plus de
2 gauchers ?
4.4	On forme au hasard un comité de 5 personnes choisies parmi les employés d’un certain bureau. Il y a dans le bureau 17 employés dont 7 femmes. Déterminez la probabilité qu’il y ait :
	a) 3 femmes dans le comité ; b) moins de 3 femmes dans le comité ;
c) plus de 3 femmes dans le comité ; d) pas plus de 3 femmes dans le comité.
4.5	Dans le but de contrôler la qualité des pièces produites par une machine, on prélève de temps en temps un échantillon de 10 pièces. On arrête la production pour inspecter la machine si dans l’échantillon on trouve plus de 2 pièces défectueuses ; autrement, on laisse la machine fonctionner. Supposons qu’en fait 20% de la production est défectueuse. Quelle est la probabilité qu’après un échantillonnage de 10 pièces, la production continue ?
4.6	Un couple décide d’avoir des enfants jusqu’à ce qu’il ait un garçon. Quelle est la probabilité qu’il ait 4 enfants ? Quelle est l’espérance mathématique du nombre d’enfants qu’il aura ?
4.7	Un couple décide d’avoir des enfants jusqu’à ce qu’il ait deux filles. Quelle est la probabilité qu’il ait 4 enfants ? Quelle est l’espérance mathématique du nombre d’enfants qu’il aura ?
4.8	On lance un dé jusqu’à ce qu’apparaisse la face «6». Quelle est la probabilité que le dé soit lancé exactement 8 fois ? 8 fois ou plus ?
4.9	Le taux de naissance au Canada est d’environ 43 naissances par heure. Quelle est la probabilité que durant les 5 prochaines minutes il y ait
3 naissances ou plus ? Quelle est la probabilité que 10 minutes s’écoulent sans aucune naissance ?
4.10	Dans un pétrin contenant la quantité de pâte nécessaire pour faire
100 gâteaux, on ajoute 1 000 raisins secs. Quelle est la probabilité qu'un gâteau tiré de ce pétrin contienne exactement 10 raisins secs ?
4.11	Un joueur à la roulette mise toujours sur le noir, avec l’intention de s’arrêter au premier gain. 
a)	Quelle est la probabilité qu’il doive jouer plus de 6 fois ? (On suppose que la probabilité d’avoir noir est 1/2.)
b)	Supposons que lorsqu’un joueur gagne, on lui remet deux fois sa mise (par exemple, pour une mise de 2 $ on lui remet 4 $, donc un gain net de 2 $). Un joueur utilise la stratégie suivante : il mise 1 $ une première fois. S’il gagne, il ne joue plus ; sinon, il rejoue en doublant sa mise, et continue jusqu’à son premier gain. Sauf qu’il n’a que 15 $ dans la poche et ne pourra pas jouer plus de 4 fois, quoiqu’il advienne. Soit X son gain net. Déterminer E(X) et Var(X). 
4.12	On lance un dé jusqu’à ce que la face «6» soit obtenue pour la 10e fois. Déterminer l’espérance mathématique et la variance du nombre de lancers requis.
4.13	Une réceptionniste reçoit des appels téléphoniques entre 13:00 et 16:00 au rythme d’un appel par deux minutes. Quelle est la probabilité qu’entre 13:30 et 13:35, elle reçoive plus de 4 appels ?
4.14	On observe 25 appels effectués par un vendeur au téléphone. Dans le passé, ce vendeur a réussi en moyenne une vente à chaque 100 appels. Quelle est la probabilité que ces 25 appels produisent deux ventes ? 
4.15	On tire un échantillon de 5 vis dans un lot de 10 vis dont 7 sont défectueuses. Soit X le nombre de vis défectueuses dans l’échantillon. Calculez P(X = 3) en utilisant la loi binomiale et en utilisant la loi hypergéométrique. La loi binomiale ne fournit qu’une approximation de la probabilité. Quel est le pourcentage d’erreur dans l’approximation ?
4.16	On tire un échantillon de 100 adultes d’une population de 1 000 000 adultes dont 30 000 sont au chômage. Soit X le nombre d’adultes au chômage dans votre échantillon. Calculez P(X = 4) en utilisant la loi binomiale et en utilisant la loi de Poisson. Ces deux lois sont approximatives. Quelle est la loi exacte ? Faites les calculs exacts si vous disposez d’un ordinateur. 
4.17	Un restaurateur sait qu'en moyenne 20 % des clients qui réservent une table ne se présentent pas. Un soir donc, il accepte 7 réservations alors qu'il n'a que 5 tables. 
a)	Quelle est la probabilité qu'il y ait une table pour tous ceux qui se présentent ?
b)	Quelle est l'espérance du nombre de réservations qui ne sont pas respectées par le restaurateur ?
4.18	Si X ~ B(15 ; 0,6), calculer la probabilité que le nombre de succès moins le nombre d’échecs soit supérieur à 9.
4.19	Le fabricant d’un supplément « naturel » affirme que lors d’une étude menée auprès de 30 consommateurs de son produit, on a trouvé que 70 % d’entre eux n’ont pas eu de rhume tout l’hiver.
a)	Sachant que dans la population générale 60 % des gens passent l’hiver sans rhume, pouvez-vous conclure que le produit en question est efficace ?
b)	Si en fait on avait obtenu le même résultat (70 % sans rhume) avec un échantillon de 140, votre conclusion aurait-elle été la même ? Expliquez.
c)	Les conclusions en a) et b) sont contradictoires. Pouvez-vous expliquer la contradiction ?
4.20	Un célèbre magicien qui prétendait avoir des pouvoirs de perception extra-sensorielle a accepté de se livrer à une expérience dans laquelle il se proposait de deviner le résultat du lancer d’un dé. En 12 essais, il a réussi à deviner le résultat 10 fois. Vérifier que la probabilité d’un nombre de succès aussi grand que 10 (c’est-à-dire supérieur ou égal à 10) est excessivement petite pour quelqu’un qui répond au hasard ; et expliquer à quelle conclusion ce fait a tendance à mener. 
4.21	Un certain test psychologique consiste à lire un paragraphe, et puis répondre à 20 questions portant sur le texte lu. Un choix de 5 réponses est proposé pour chaque question. Un évaluateur, tentant de démontrer que le test ne mesure pas l’aptitude à la lecture, répond aux 20 questions sans avoir lu le texte. Il réussit à répondre correctement à 8 des questions. Calculer la probabilité d’avoir 8 succès ou plus, et discuter les implications sur la qualité du test.
4.22	Il existe des conjectures selon lesquelles certaines personnes sont capables, dans une certaine mesure, de surseoir à leur mort afin de pouvoir une dernière fois vivre un des bons moments de la vie. Définissant un anniversaire de naissance comme un de ces bons moments, des chercheurs ont prélevé les dates de naissance et de mort dans un échantillon de 500 décès. Ils ont constaté que sur ces 500 décès, 5 sont survenus le jour même de l’anniversaire du décédé. Ce nombre est supérieur à la normale, mais l’est-il assez pour confirmer les conjectures ?
4.23	On suppose que dans une certaine région, la proportion des gens qui sont en faveur du libre-échange est p  40 %. Lors d’un sondage auprès de 15 personnes, on trouve X  11 personnes en faveur du libre-échange.
a)	Calculer la probabilité d’un écart absolu, | XE[X] |, aussi grand que (c’est-à-dire, supérieur ou égal à) l’écart observé de 5.
b)	Étant donné la probabilité calculée en a), y a-t-il lieu de retoucher l’hypothèse que p  0,4 ?
4.24	Dans un village où ont été entreposés des déchets chimiques, on constate que 8 personnes ont été atteintes d’une certaine sorte de cancer sur une période de 5 ans. Étant donné que la population du village n’est que de 8 000, ce nombre semble excessif. Une commission chargée de déterminer si les déchets chimiques ont contribué à hausser le taux prélève des données sur les populations de plusieurs villages de taille et situation comparables. La commission découvre que durant la même période, il y a eu 588 cas dans un bassin de population de 2 350 000 habitants. Considérer ce taux comme un taux normal (et connu sans erreur) pour calculer la probabilité d’avoir 8 cas ou plus dans une population de 8 000. Expliquer ce que ce calcul peut contribuer à la question posée par la commission.
4.25	Une compagnie reçoit un lot de pièces électroniques qu'elle entend tester avant de décider si elle l'accepte ou pas. On considère acceptable une proportion de pièces défectueuses de 5 %, mais on ne peut tester toutes les pièces du lot. On décide donc de tester un échantillon de 25 pièces, et de suivre la règle suivante :
	On rejette le lot si l’échantillon contient 3 pièces défectueuses ou plus.
a)	Quelle est la probabilité de rejeter le lot si en fait il est acceptable
(5 % de défectuosité) ?
b)	Quelle est la probabilité de rejeter le lot si seulement 3 % de ses pièces sont défectueuses ?
c)	Quelle est la probabilité d'accepter le lot si en fait il n'est pas acceptable, dans le sens que 10 % de ses pièces sont défectueuses ?
d)	Comment doit-on changer la règle ci-dessus si on tient à ce que la probabilité de rejeter le lot lorsque celui-ci est acceptable (c'est-à-dire, lorsqu'il a exactement 5% de pièces défectueuses) soit  1% ? [Suggestion : calculer P(X  4), P(X  5), etc.]
e)	Avec la règle développée en d), quelle est la probabilité d'accepter le lot si en fait il n'est pas acceptable, dans le sens que 10 % de ses pièces sont défectueuses ? 
f)	La règle développée en d) est différente de celle énoncée au début de cet exercice. Expliquez brièvement les avantages et inconvénients des deux règles. Un résumé, sous la forme d’un tableau comme celui ci-dessous, peut aider :
	
	
	Probabilité d’accepter un lot inacceptable (p = 0,10)
	Probabilité de rejeter un lot acceptable (p = 0,05)

	Règle suivie
	On rejette le lot si X  3
	
	

	
	On rejette le lot si X  5
	
	


4.26	Un couple décide d’avoir des enfants jusqu’à ce qu’il ait au moins un enfant de chaque sexe.
a)	Quelle est la probabilité qu’il ait 4 enfants ? 
b)	Quelles sont l’espérance et la variance du nombre d’enfants qu’il aura ? 
4.27	Une compagnie se fait accuser de discrimination pour avoir engagé
6 hommes et une femme pour 7 postes identiques alors que des
17 candidats qui s’étaient présentés, 9 étaient des femmes. Calculer la probabilité d’avoir si peu de femmes (c’est-à-dire, une ou moins) en supposant un choix au hasard. Est-ce que ce calcul de probabilité peut contribuer au débat ?
4.28	Un typographe fait en moyenne une erreur par page. Quelle est la probabilité que dans un livre de 20 pages, il y ait au moins 3 pages sans erreur ? (Supposez que le nombre d'erreurs dans une page suit une loi de Poisson).
4.29	Deux sortes de véhicules arrivent régulièrement à un poste de péage : les véhicules privés et les véhicules commerciaux. Entre 10 heures et
15 heures, le nombre moyen de véhicules privés est de 2 à la minute, alors que le nombre moyen de véhicules commerciaux est de 3 à la minute. Quelle est la probabilité qu'en une minute, 4 véhicules arrivent au poste de péage ?
4.30	Supposons que le nombre d’erreurs dans une page d’un livre est une variable de loi de Poisson de moyenne  = 0,5. On vérifie les pages une à une à partir de la page 1. 
a)	Soit X le numéro de la première page dans laquelle on trouve une erreur. Déterminer µX et X.
b)	Soit Y le numéro de la première page dans laquelle on trouve deux erreurs ou plus. Déterminer µY et Y.
c)	Soit Z le numéro de la 10e page dans laquelle on trouve au moins une erreur. Déterminer µZ et Z.
4.31	Vous savez que votre prochain examen comprendra 5 questions, toutes tirées d’une liste de 20 sujets qui vous a été remise à l’avance. N’ayant pas le temps d’étudier les 20 sujets, vous décidez de n’en apprendre que 9. 
a)	Quelle est la probabilité que vous ayez étudié au moins 3 des
5 questions posées ?
b)	Combien de sujets devriez-vous étudier si vous voulez que la probabilité de réussir au moins 3 des 5 questions soit d’au moins 70 % ? [Vous devrez procéder par tâtonnements : essayez plusieurs nombres jusqu’à ce que vous en trouviez un qui remplisse la condition.]
4.32	Une compagnie reçoit régulièrement des lots de plaques d'émail. On considère acceptable un lot dont le nombre moyen  de défauts (des taches blanches dans l'émail) par plaque est  0,10. On décide qu'à chaque réception d'un lot on examinera un échantillon de 25 plaques, et de compter le nombre total X de taches dans les 25 plaques. On convient de la règle suivante : on rejettera le lot si X  4.
a)	Quelle est la probabilité de rejeter un lot pour lequel  est précisément égal à 0,10 ? 
b)	Quelle est la probabilité de rejeter un lot qui est en fait mieux qu'acceptable dans le sens que  = 0,05 ?
c)	Quelle est la probabilité de rejeter un lot qui est en fait inacceptable, dans le sens que  = 0,15 ?
d)	Quelle est la probabilité d'accepter un lot qui est inacceptable dans le sens que  = 0,2 ? 
[bookmark: _GoBack]e)	Comment doit-on changer la règle ci-dessus si on tient à ce que la probabilité de rejeter un lot acceptable avec ( = 0,10) ne soit pas supérieure à 5 % ?
f)	Avec la règle développée en e), quelle est la probabilité d'accepter un lot qui est inacceptable, dans le sens que  = 0,2 ?
g)	Avec la règle développée en e), quelle est la probabilité de rejeter un lot pour lequel  est précisément égal à 0,10 ? 
h)	Commenter les réponses en d) et en f) ; laquelle des deux procédures est-elle préférable selon cette comparaison ?
i)	Commenter les réponses en a) et en g) ; laquelle des deux procédures est-elle préférable selon cette comparaison ?
j)	Faire une synthèse des réponses en h) et en i) après avoir complété le tableau suivant :
	
	
	Probabilité d’accepter un lot inacceptable ( = 0,20)
	Probabilité de rejeter un lot acceptable ( = 0,1)

	Règle utilisée : on rejette le lot si
	X  4
	
	

	
	X  6
	
	


4.33	Dans chacun des cas suivants, on présente deux variables aléatoires, X et Y. Dites si x > Y, x < Y, x = Y, ou s’il est impossible d’y répondre sans information supplémentaire. Justifiez brièvement votre réponse (à l'aide de calculs s'il y a lieu).
a)	On effectue des essais indépendants jusqu'au moment du premier succès. La probabilité de succès est p.
	X : Nombre d'essais nécessaires lorsque p = 0,1.
	Y : Nombre d'essais nécessaires lorsque p = 0,5.
b)	On tire avec remise un échantillon de n personnes dans une salle de 40 personnes.
	X : Nombre de fumeurs lorsque n = 5.
	Y : Nombre de fumeurs lorsque n = 20.
c)	On tire avec remise un échantillon de n personnes dans une salle de 40 personnes.
	X : Proportion de fumeurs lorsque n = 5.
	Y : Proportion de fumeurs lorsque n = 20.
d)	On tire sans remise un échantillon de n personnes dans une salle contenant 30 personnes.
	X : Nombre de fumeurs lorsque n = 5.
	Y : Nombre de fumeurs lorsque n = 20.


e)	On tire sans remise un échantillon de n personnes dans une salle contenant 30 personnes
	X : Proportion de fumeurs lorsque n = 5.
	Y : Proportion de fumeurs lorsque n = 20.
f)	On tire sans remise un échantillon de 5 personnes dans une salle contenant N personnes dont une certaine proportion p sont des fumeurs.
	X : Nombre de fumeurs dans l'échantillon lorsque N = 10.
	Y : Nombre de fumeurs dans l'échantillon lorsque N = 30.
g)	On tire sans remise un échantillon de 5 personnes dans une salle contenant N personnes dont une certaine proportion p sont des fumeurs.
	X : Proportion de fumeurs dans l'échantillon lorsque N = 10.
	Y : Proportion de fumeurs dans l'échantillon lorsque N = 30.
4.34	Un agent de voyages vend des billets pour une certaine croisière au rythme de 2 par jour. Chaque billet se vend à 3 000 $. Soit Y les recettes de cette source reçues au courant d’une semaine de 5 jours ouvrables. Déterminer l’écart-type de Y. Vous supposerez que le nombre de billets vendus durant un certain intervalle de temps donné est de loi de Poisson.
4.35	Un pêcheur réussit à pêcher en moyenne un poisson à chaque 3 minute, mais 40 % seulement de ces poissons sont comestibles. Vous utiliserez le résultat suivant : Si le nombre de poissons pêchés durant un certain intervalle de temps est de loi P() ; et si la probabilité qu'un poison soit comestible est p, alors le nombre de poissons comestibles est de loi P(p).
a)	Quelle est la probabilité qu’aucun des trois premiers poissons ne soit comestible ?
b)	Quelle est la probabilité qu’aucun poisson comestible ne soit pêché durant les 20 premières minutes ? [Vous admettrez que le nombre de poissons comestibles pêchés est aussi de loi de Poisson.]
c)	Quelle est l’espérance du nombre de poissons non comestibles qui précéderont le premier poisson comestible ?
4.36	Dans une ville, le nombre de décès est une variable de loi de Poisson de moyenne 1,5 par jour. Calculez la probabilité que, la semaine prochaine 
(7 jours) il y ait : a) exactement 8 décès ; b) exactement 2 jours sans décès ; c) au moins un décès chaque jour.
4.37	Un certain défaut dans la fabrication de plaques d'émail se présente sous la forme de minuscules taches blanches sur la surface de l'émail. Admettons que le nombre de taches X sur une plaque suit une loi de Poisson de paramètre . Si = 1, calculer
a)	la probabilité qu'une plaque d'émail contienne 2 taches ; 
b)	la probabilité qu'une plaque d'émail contienne deux taches ou plus ; 
c)	la probabilité que 3 plaques d'émail contiennent en tout 3 taches ;
d)	la probabilité que 3 plaques d'émail contiennent chacune une tache.
4.38	Dans une maison de télémarketing, un vendeur fait 100 appels par jour. La probabilité qu’un appel aboutisse à une vente est p = 0,15.
a)	Quelle est la probabilité qu’un vendeur réalise exactement 15 ventes en un jour ?
b)	On observe un vendeur donné pendant 5 jours (500 appels). On trouve qu’il a réussi 90 ventes. Peut-on conclure que la probabilité de succès de ce vendeur est supérieure à la moyenne de 15 % ?
c)	De nouveaux critères ont été adoptés pour la sélection des vendeurs, et 40 vendeurs ont été engagés sur la base de ces critères. Afin d'évaluer ces nouveaux critères, on observe 6 appels effectués par chacun des 40 vendeurs (240 appels en tout). On constate que ceux-ci ont réussi 40 ventes en tout. Supposez que le nombre total de ventes est une variable de loi binomiale, calculez la probabilité d’un nombre aussi élevé de réussites et dites si vous pouvez conclure que ces vendeurs sont plus efficaces que la moyenne.
d)	Au numéro précédent, dites pourquoi on peut douter de l’hypothèse que le nombre de ventes est de loi binomiale.
e)	On observe 6 appels faits par chacun des 40 vendeurs engagés récemment (240 appels en tout). Voici la distribution du nombre de succès par vendeur :
	Nombre de ventes
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	Total

	Effectif (Nombre de vendeurs)
	32
	1
	0
	0
	1
	1
	5
	40


	Estimez les effectifs auxquels on devrait théoriquement s’attendre si le modèle utilisé en b) s’appliquait vraiment. Trouvez-vous qu’il y a une grande différence entre ces effectifs et ceux que vous avez effectivement observés ?
4.39	Supposons que le nombre d’erreurs typographiques dans les pages d'un livre est une variable de loi de Poisson de paramètre . On tire une page au hasard, et on n’y trouve aucune erreur.
a)	Calculer P(X  0) en supposant que  5. La valeur   5 est-elle plausible ?
b)	Calculer P(X  0) en supposant que   1. La valeur  1 est-elle plausible ?
c)	Convenons d’appeler « plausible » toute valeur de  pour laquelle
P(X  0)  0,05. Quel est l’ensemble des valeurs plausibles de  ?
4.40	Pour estimer la proportion de femmes parmi ses clients, un restaurateur prend un échantillon de 30 tables, toutes occupées par 4 personnes et compte Y, le nombre de femmes. Voici la distribution de Y pour les
30 tables choisies :
	y (Nombre de femmes)
	0
	1
	2
	3
	4
	Total

	Effectif
	8
	4
	10
	2
	6
	30


a)	Supposons que X, le nombre de femmes à une table de 4, est une variable de loi B(4 ; 1/2). Alors X peut prendre les valeurs 0, 1, 2, 3 et 4. Déterminez la probabilité de chacune de ces valeurs. Sur 30 tables, combien devraient théoriquement n’avoir aucune femme ? Exactement une femme ?
b)	Construisez la distribution de Y telle qu’elle devrait théoriquement l’être si le nombre de femmes à une table suivait une loi binomiale. (Estimez p à partir de l’échantillon).
4.41	Afin d’estimer les coûts d’une assurance de soins dentaires qu’elle compte offrir à ses employés, une compagnie prélève un échantillon de
100 employés et observe Y, le nombre de visites faites chez le dentiste (par l’employé et ses personnes à charge) au courant de l’année dernière. On obtient la distribution suivante :
	y
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	Effectif
	3
	5
	12
	18
	24
	14
	12
	6
	1
	2
	0
	1
	2




	On peut estimer les fréquences fo, f1, … des valeurs y = 0, 1, 2, … dans la population par les fréquences échantillonnales  = 3/100,  = 5/100, … Mais l’échantillon n’étant pas assez grand, ces estimations ne seront pas très fiables. Cependant, l’analyste pense que la distribution de Y dans la population est probablement assez proche d’une loi de Poisson, ce qui lui permet d’estimer les fréquences à l’aide de la fonction de probabilité.
a)	Estimer  par la moyenne de l’échantillon.
b)	Utiliser cette valeur estimée de  pour estimer les fréquences fo, f1, …


c)	Comparer les estimations obtenues en b) à  = 3/100,  = 5/100, … , et dites si le modèle de Poisson vous semble réaliste.

4.42	Dans une ville, une certaine proportion p des logements ont un détecteur de fumée. On prélève un échantillon de 10 logements et on estime p par la proportion échantillonnale  = proportion de logements avec détecteur de fumée dans l’échantillon. Supposons que p = 0,3.


a)	Déterminez la fonction de probabilité de  et, à partir de la fonction de probabilité, l’espérance et la variance de.
b)	Quelle est la probabilité de se tromper de plus de 10 points de pourcentage, en d’autre termes, quelle est la probabilité

P(| - p| > 0,1) ?
4.43	On mène une expérience afin de déterminer si une nouvelle lame de rasoir est meilleure que l'ancienne. 36 hommes y participent. On leur demande de se raser un côté du visage avec la vielle lame et l'autre avec la nouvelle, et de dire laquelle est meilleure. La vielle lame et la nouvelle ont une allure identique et les sujets ne peuvent pas les distinguer visuellement. Supposons que 30 des 36 hommes trouvent la nouvelle lame meilleure. Peut-on conclure qu'il y a vraiment une différence entre les deux types de lames ? Présentez votre argument clairement : énoncez votre hypothèse, exprimez votre conclusion dans les termes du contexte.
4.44	Un agent de voyages voudrait proposer à ses clients un nouveau produit : une croisière de luxe qu’il peut acheter à 5 000 $ et qu'il vendrait au détail à 15 000 $ (pour un couple). Mais étant donné qu’un billet non vendu occasionne une perte sèche de 5 000 $ (pas de retour permis), il achètera un seul billet pour commencer. Vous considérez que le nombre de clients-couples intéressés est une variable de loi de Poisson de paramètre  = 0,4. Devrait-il acheter ce billet ?
4.45	Dans un service de trains de banlieue on instaure un système de confiance : les titres de transport sont vérifiés par des inspecteurs à des moments aléatoires, et les resquilleurs appréhendés reçoivent une amende de 200 $. Supposons que le nombre de resquilleurs appréhendés lors d’une inspection est une variable aléatoire de loi de Poisson de paramètre  = 0,8. Fixons les termes :
	On dira d’une inspection qu’elle est improductive si aucun resquilleur n’est appréhendé (et productive si au moins un resquilleur est appréhendé).
	Le coût d’une inspection est de 1 000 $. Les « recettes » d’une inspection sont les montants des amendes payées par les resquilleurs appréhendés (200 $ par resquilleur).
a)	Quelle est la probabilité que le nombre total de resquilleurs appréhendés au cours de 5 inspections soit inférieur à 3 ? 
b)	Quelle est l’espérance du nombre d’inspections improductives au moment où l’on atteint 5 inspections productives.
c)	Quelle est la variance du nombre d’inspections improductives au moment où l’on atteint 5 inspections productives.
d)	Quel est l’écart-type des recettes d’une inspection ?
e)	Quel est l’écart-type des recettes totales de 5 inspections ?
f)	Quel est l’écart-type du coût total des inspections improductives au moment où l’on atteint une cinquième inspection productive. 
4.46	Soit R et J le prix (en dollars par livre) des pommes de terre rouges et jaunes, respectivement, la saison prochaine. Supposons que R et J sont des variables aléatoires indépendantes, d’écarts-types σR = 0,60 et
σJ = 0,80, respectivement. Déterminer la variance de chacune des variables aléatoires X, Y, Z définies ci-dessous.
a)	X = Le coût d’une commande de 10 livres de pommes de terre rouges.
b)	Y = Le coût total d’une commande de 5 livres de pommes de terre rouges et 5 livres de pommes de terre jaunes.
c)	Z = La différence R - J.
4.47	Une entreprise de réfection de briques offre une estimation gratuite à tous ceux qui le demandent. En moyenne, 60 % des estimations sont infructueuses (ne donnent pas lieu à un contrat). Déterminer la variance des variables X, Y définies ci-dessous :
a)	X = Le nombre d’estimations infructueuses au moment où l’entreprise obtient son 3e contrat. 
b)	L’entreprise estime que chaque visite infructueuse lui coûte 10 $,
i)	X = Le coût total des visites infructueuses après 8 estimations.
ii)	Y = Le coût total des visites infructueuses au moment où l’entreprise obtient son 3e contrat.
4.48	Dans une boulangerie, le nombre de pains vendus entre 9:00 et 12:00 est une variable de loi de Poisson de paramètre  = 8. Le prix d’un pain est 2,30 $. Soit X = La valeur totale des pains vendus entre 9:00 et 12:00 demain matin. Déterminer la variance de X. 
4.49	Vous assignez deux enquêteurs à la tâche de prélever un échantillon de ménages d'une très grande population. Munis d’une liste de tous les numéros de téléphone (vous supposerez qu’il n’y a qu’un numéro par ménage), les enquêteurs reçoivent des consignes différentes :
· L'enquêteur A doit téléphoner à 25 ménages choisis au hasard à partir de la liste de numéros ;
· L'enquêteur B, lui, doit continuer à composer des numéros jusqu’au moment où il accumule 20 ménages italophones. 
	Votre échantillon est l’ensemble de tous les ménages sélectionnés par les deux enquêteurs. Soit X le nombre de ménages contactés par A et B ; et
Y le nombre de ménages non italophones contactés par A et B. On sait que dans la population, 80 % des ménages sont italophones.
a)	Déterminer l'espérance et la variance de X.
b)	Déterminer l'espérance et la variance de Y.
c)	Déterminer la probabilité P(X = 46).
4.50	On forme au hasard deux équipes de 4 personnes chacune à partir d’un groupe de 3 femmes et 5 hommes. L’une des équipes est affectée au quart du jour, l’autre au quart du soir. 
a)	Déterminer la probabilité que 2 des 3 femmes soient affectées au quart du jour.
b)	Déterminer la probabilité que l’équipe du jour soit composée d’Albert, Bernard, Carole et David.
4.51	Un magasin que tout le monde connais vend des meubles en pièces détachées. Il doit normalement fournir les 10 vis nécessaires pour monter un certain modèle de table. Mais sachant qu'en moyenne 5 % des vis sont défectueuses, on décide d’en fournir 11 plutôt que 10. Quel est le pourcentage de clients qui auront le nombre nécessaire de bonnes vis pour monter leur table ?
4.52	Un avion qui doit décoller dans 2 heures a encore deux places vides. La compagnie est disposée à vendre ces places à des clients qui arriveraient sans réservation d’ici le décollage. On sait que le nombre de personnes qui demandent une place dans un intervalle de deux heures (dans des circonstances comparables) est une variable de loi de Poisson de paramètre  = 3. Soit Y le nombre de billets vendus. Déterminer E(Y).
4.53	Une maison de sondages offre un cadeau d’une valeur de 2 $ à tous ceux qu’elle approche et invite à répondre à un certain nombre de questions. Ceux qui acceptent de répondre (les « répondeurs ») reçoivent en plus un deuxième cadeau d’une valeur de 10 $ (donc 12 $ en tout). Supposons que la probabilité qu’une personne approchée accepte de répondre est 0,6. 
a)	Une équipe projette d’approcher 100 personnes dans la journée. Soit
X le coût de cette opération. Déterminer l’espérance de X.
b)	Une équipe projette de continuer à approcher des gens jusqu’à ce qu’ils atteignent 20 répondants. Soit Y le coût de cette opération. Déterminer l’espérance et la variance de Y.
Exercices à faire à l’ordinateur
4.54	Calculez les valeurs de la fonction de probabilité d’une variable
X ~ B(15 ; 0,03), et vérifiez numériquement les propriétés E(X) = np et Var(X) = npq.
4.55	Calculez les valeurs de la fonction de probabilité d’une variable
X ~ H(15 ; 20 ; 30), et vérifiez numériquement les propriétés E(X) = np et Var(X) = npq(N-n)/(N-1).
4.56	Calculez les valeurs de la fonction de probabilité d’une variable de loi P(0,3) pour x = 0, 1, ... , 20, et vérifiez approximativement les propriétés E(X) =  et Var(X) = . 
4.57	Comparez graphiquement la fonction de probabilité B(30 ; 0,01) à celle d’une variable de loi P(0,3).


Théoriques	0	1	2	3	4	0.54335086907449981	0.33144403013544538	0.10109042919131069	2.0555053935566503E-2	3.5596176631780274E-3	Observés	0	1	2	3	4	0.54500000000000004	0.32500000000000034	0.11	1.4999999999999998E-2	5.0000000000000044E-3	x
Fréquence et probabilité

Observés	0	1	2	3	4	5	6+	0.59541984732824427	0.24045801526717558	0.11068702290076336	3.0534351145038167E-2	1.5267175572519083E-2	3.8167938931297708E-3	3.8167938931297708E-3	Théoriques	0	1	2	3	4	5	6+	0.43880585763724395	0.36144359572208568	0.14886021986118336	4.0871965122433108E-2	8.4165410402819336E-3	1.3865379434642282E-3	2.1528267330783724E-4	
0	1	2	3	4	5	3.1250000000000291E-2	0.15625000000000044	0.31250000000000488	0.31250000000000488	0.15625000000000044	3.1250000000000291E-2	x

p(x)


Loi binomiale	0	1	2	3	4	5	4.8280000000000003E-2	0.20118	0.33529999999999999	0.27942	0.11642	1.9400000000000001E-2	Loi Hypergéométrique	0	1	2	3	4	5	1.299E-2	0.16234000000000001	0.43290000000000001	0.32468000000000002	6.4939999999999998E-2	2.16E-3	x
p(x)
oleObject51.bin

oleObject52.bin

image35.wmf
5

3

æö

ç÷

èø


oleObject53.bin

oleObject54.bin

image36.wmf
1

p


oleObject55.bin

image37.wmf
2

q

p


oleObject56.bin

image38.wmf
(

)

1

1

(1)

nxn

x

n

pp

-

-

-

-


oleObject57.bin

image39.wmf
n

p


oleObject58.bin

image40.wmf
2

nq

p


oleObject59.bin

image41.wmf
(

)

299

2


oleObject60.bin

image42.wmf
(

)

300

0


oleObject61.bin

image43.wmf
(

)

300

1


oleObject62.bin

image44.wmf
(

)

300

2


oleObject63.bin

oleObject64.bin

oleObject65.bin

oleObject66.bin

oleObject67.bin

image45.wmf
!

x

e

x

l

l

-


oleObject68.bin

image46.wmf
--

====

46,824

(6,82)

P

0,0984

(4)

4!4!

ee

X

l

l


oleObject69.bin

image47.wmf
----

£=+++

6,8206,8216,8226,823

(6,82)(6,82)(6,82)(6,82)

P(3)

0!1!2!3!

eeee

X


oleObject70.bin

oleObject71.bin

oleObject72.bin

image48.wmf
p

gd

=


oleObject73.bin

image49.png
R





image50.wmf
(

)

(1)

n

x

xnx

pp

-

-


oleObject74.bin

image1.wmf
n

x

æö

ç÷

èø


image51.wmf
!

x

e

x

l

l

-


oleObject75.bin

image52.wmf
(

)

(1)

n

x

xnx

pp

-

-


oleObject76.bin

image53.wmf
!

x

e

x

l

l

-


oleObject77.bin

image54.wmf
(

)

104104

4

(0,25)(10,25)

-

-


oleObject78.bin

image55.wmf
2,54

(2,5)

4!

e

-


oleObject79.bin

oleObject1.bin

image56.wmf
44

(1)

4

n

n

pp

-

æö

-

ç÷

èø


oleObject80.bin

image57.png
015

010

005

Poisson

Binomiale

000

0





image58.png
002 004 008 008 010 012 044

000

Binomiale
Poisson

0 18 20





image59.wmf
3

0

0,61

1(0,61)/!

i

i

i

e

=

-

-

å


oleObject81.bin

oleObject82.bin

image60.wmf
P


image2.wmf
!

!()!

n

n

x

xnx

æö

=

ç÷

-

èø


oleObject83.bin

image61.wmf
1

n

i

i

X

=

å


oleObject84.bin

image62.wmf
1

n

i

i

l

=

æö

ç÷

èø

å

P


oleObject85.bin

image63.wmf
1

;...;

k

n

xx

æö

ç÷

èø


oleObject86.bin

image64.wmf
12

!

!!...!

k

n

xxx


oleObject87.bin

image65.wmf
(

)

n

x


oleObject2.bin

oleObject88.bin

image66.wmf
!

!()!

n

xnx

==

-


oleObject89.bin

image67.wmf
;

n

xnx

æö

ç÷

-

èø


oleObject90.bin

image68.wmf
2

1

1

12

;...;

...

k

k

x

x

x

k

n

ppp

xx

æö

ç÷

èø


oleObject91.bin

image69.wmf
312

6

(0,5)(0,4)(0,1)

3;1;2

æö

ç÷

èø


oleObject92.bin

image70.wmf
6!

3!1!2!


image3.wmf
9

9!

4

4!5!

æö

=

ç÷

èø


oleObject93.bin

oleObject94.bin

oleObject95.bin

image71.wmf
(

)

b

a


oleObject96.bin

image72.png
OOONEGE

P =x)

=COMBIN (5:32) *0, 4°22+0, 6" (5-32)
=COMBIN (5:33) *0, 4°A3+0, 6" (5-43)
=COMBIN (5:24) %0, 4°A4+0, 6” (5-A%)
=COMBIN (5:35) *0, 4°A5+0, 6" (5-45)
=COMBIN (5:26) *0, 42670, 6" (5-26)
=COMBIN (5:A7) *0, 4"A7%0, 6~ (5-A7)

)
52

=c2:33
=c3:3¢
=ca:35
=cs+36
=C6+87





image73.png
[2|ofof o] 18

a B c
x B 0x=) B0xsx)
o 0,078 | o,0778
1 0,2892 | o0,33m0
2 03856 | o,em26
B 0,2308 | 0,513
s 0,0768 | 0,585
s 0,002 | 1,0000





image74.wmf
(

)

(1)

pxnx

x

pp

-

-


oleObject3.bin

oleObject97.bin

image75.png
A B c
1 x PX=x) P <x)

2o - BINOMIALE (A2;5:0,4;0) =LOI.BINOMIALE (A2;5:0,4;
3 -BINOMIALE (33:5:0,4:0) - BINOMIALE (33:5:0, 4,
42 - BINOMIALE (34:5:0,4:0) - BINOMIALE (A4:5:0,4:1)
5s -BINOMIALE (35:5:0,4:0) . BINOMIALE (25:5.

6 e - BINOMIALE (26,

7s . BINOMIALE (A7;





image76.png
) >

¥

el

B 0x=) 0xsx)
=COMBIN (5;22) “COMBIN (12, 5-32) /COMBIN(20;5) =52

=COMBIN (5;23) “COMBIN (12, 5-33) /COMBIN(20;5)  =C2483
=COMBIN (5;34) “COMBIN (12, 5-A4) /COMBIN(20;5)  =C3434
=COMBIN (5;25) “COMBIN (12, 5-25) /COMBIN(20;5)  =C4435
=COMBIN (5;26) “COMBIN (12, 5-A6) /COMBIN(20;5)  =C5+86
=COMBIN(8;A7) *COMBIN (12;5-A7) /COMBIN (20;5)  =C+B7





image77.png
|| [ |n |1

a B c
x  Paen) P
o o0su | o051
1 oz2s84 | 0,308
2 0,373 | 0,703
3 0,238 | 0,542z
s o084z | 0,594
s | 0,006 1,000





image78.png
NENE

a B c
x Px-x )
o —commi(az-ire-1)+0,4%8%0, 6" (h2-5) =52

9 =COMBIN(R3-178-1)%0,4%8%0, 6" (A3-8) =C24B3
10 =COMBIN(B4-1:8-1) %0, 4780, 6" (A4-8) =C3:B4





image79.png
a B c

NENE

P(X=x) P(X<y
& 0,0006554 0,00066
5 0,0031457 0,0038
10| 0,0084935| 0,01229





image4.wmf
()()(1)

xnx

n

pxPXxpp

x

-

æö

===-

ç÷

èø


image80.png
B c
1x B(X = %) P(X %)
2 e :0,4) =B2

sl 0,4) =c2+83
2 10 =LOI.BINOMIALE.NEG(R4-8;8;0,4) =C3+B4





image81.png
A B
= P(X = %)
0 =EXP(-lanbda)*Lanbda"A2 /FACT(A2)
XP (~Lanbda)*Lanbda”A3/FACT(43)
XP (~Lanbda)*Lanbda”A4/FACT (A4)
=Ad+1 =EXP(-lanbda)xlanbda’AS/FACT(AS)
XP (~Lanbda)*Lanbda”A6/FACT(A6)
KP (~Lanbda)*Lanbda”A7/FACT (A7)





image82.png
B c
P(xsx)

0T POTSSON N(A2; lanbda;0) =LOT POTSSON N(A2; lanbda;1)

0T POTSSON N(A3; lanbda;0) =LOT POTSSON N(A3; lanbda;1)

=LOI .POISSON.N(A4: lanbda;: 0) =LOI.POISSON.N(A4:lanbda:1)

D |E
lanbda 3




image83.png
AlB[C[D E F | G
T TT) P
203 4 5 8 -FACTG)FACT()FACTG)*FACT(C2*FACT(R)"pl "A2%2 'B2%p3 'C2%p4 D2 pl 0.1
303 7 3 8 -FACTG)FACT(A3)FACT(B)*FACT(CY)*FACT(DS)"pl "A3*p2 ‘B33 'C3%p4 /D3 p2 02
402 2 3 14 -FACTG)FACT(M)FACT(B4)*FACT(CH*FACTDA)"p] "Ad%p2 ‘Bi*p3 'Ci%p4 D4 p3 04
505 4 3 8 -FACT@)FACT(AS)*FACT(BS)*FACT(CS)*FACT(DS)"pl_"AS*p2 'B5*p3 'C5%p4 /DS pd 03
615 5 5 5 -FACTG@)FACT(A§FACT(S)FACT(CS)]FACTIDS) sl "A6%1_'B6%p3_'Co%p4 D6
700 0 12 8 FACTGMFACT(AT)FACT(E)FACT(CT FACT@)'pl "AT*52 “BT*93 "CTep4 "DT
812 8 0 0 |-FACTG)FACT(AS)FACT(SS)FACT(CE)]FACT(DS)"p] "A8%2 "B8*p3 "CS%p DS
93 3 3 11 =FACT(n)(FACT(AS)*FACT(BS)*FACT(CS)*FACT(DS))*pl "A9%p2 "B9*p3 ~C9%pd DY




image84.wmf
(

)

xnx

n

x

pq

-


oleObject98.bin

oleObject4.bin

image85.wmf
(

)

(

)

(

)

2

1

N

N

xnx

N

n

-


oleObject99.bin

image86.wmf
1

N

N


oleObject100.bin

image87.wmf

oleObject101.bin

image88.wmf
1

Nn

npq

N

-

-


oleObject102.bin

image89.wmf
1

p


oleObject103.bin

image5.wmf
411

(0,12)(10,12)

15

4

æö

-

ç÷

èø


image90.wmf
2

q

p


oleObject104.bin

image91.wmf
(

)

1

1

nxn

x

n

pq

-

-

-


oleObject105.bin

image92.wmf
n

p


oleObject106.bin

image93.wmf
2

nq

p


oleObject107.bin

image94.wmf
!

x

e

x

l

l

-


oleObject108.bin

oleObject5.bin

image95.wmf
(

)

1

1

1

,...,

...

k

x

x

k

k

n

xx

pp


oleObject109.bin

image96.wmf
(

)

xnx

n

x

pq

-


oleObject110.bin

image97.wmf
()

!

npx

enp

x

-


oleObject111.bin

image98.wmf
ˆ

o

f


oleObject112.bin

image99.wmf
1

ˆ

f


oleObject113.bin

image6.wmf
15!

4!11!


image100.wmf
ˆ

o

f


oleObject114.bin

image101.wmf
1

ˆ

f


oleObject115.bin

image102.wmf
ˆ

p


oleObject116.bin

image103.wmf
ˆ

p


oleObject117.bin

image104.wmf
ˆ

p


oleObject118.bin

oleObject6.bin

image105.wmf
ˆ

p


oleObject119.bin

oleObject7.bin

oleObject8.bin

image7.wmf
()

x

xpx

å


oleObject9.bin

image8.wmf
2

()()

x

xpx

m

-

å


oleObject10.bin

image9.wmf
(

)

(1)

xnx

n

x

pp

-

-


oleObject11.bin

image10.wmf
(

)

0

(1)

n

nxnx

x

x

xpp

m

-

=

=-

å


oleObject12.bin

image11.wmf
(

)

22

0

()(1)

n

nxnx

x

x

xpp

sm

-

=

=--

å


oleObject13.bin

image12.wmf
30

2

æö

ç÷

èø


oleObject14.bin

image13.wmf
(

)

30

0


oleObject15.bin

image14.wmf
(

)

30

1


oleObject16.bin

image15.wmf
(

)

30

2


oleObject17.bin

oleObject18.bin

oleObject19.bin

oleObject20.bin

oleObject21.bin

image16.wmf
(

)

0

0

124

2525

n

n

æöæö

ç÷ç÷

èøèø


oleObject22.bin

image17.wmf
24

25

n

æö

ç÷

èø


oleObject23.bin

image18.wmf
24

25

n

æö

ç÷

èø


oleObject24.bin

image19.wmf
ln(24/2

n


oleObject25.bin

image20.wmf
ln(0,30)

ln(24/25)


oleObject26.bin

oleObject27.bin

oleObject28.bin

oleObject29.bin

oleObject30.bin

oleObject31.bin

image21.wmf
(

)

(

)

(

)

040

40

0

0,100,90


oleObject32.bin

oleObject33.bin

image22.wmf
12

NNN

=+


oleObject34.bin

image23.emf

oleObject35.bin

image24.wmf
(

)

(

)

(

)

-

=

2

1

()

N

N

xnx

N

n

px


oleObject36.bin

image25.wmf
1

N

p

N

=


oleObject37.bin

image26.wmf
(1)

1

npp

Nn

N

-

-

-


oleObject38.bin

image27.wmf
(

)

(

)

(

)

56

32

11

5

10(15)

462

=


oleObject39.bin

image28.wmf
32

5

56

3

1111

æö

æöæö

ç÷

ç÷ç÷

èøèø

èø


oleObject40.bin

oleObject41.bin

oleObject42.bin

image29.wmf
(

)

(

)

(

)

5

56

1111

5

x

x

x

-


oleObject43.bin

image30.wmf
(

)

(

)

(

)

56

5

11

5

xx

-


oleObject44.bin

image31.wmf
5712

325

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


oleObject45.bin

image32.wmf
101424

325

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


oleObject46.bin

image33.wmf
202848

325

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


oleObject47.bin

image34.wmf
304272

325

æöæöæö

ç÷ç÷ç÷

èøèøèø


oleObject48.bin

oleObject49.bin

oleObject50.bin

