

L’échantillonnage aléatoire simple — seul mode d’échantillonnage considéré jusqu’ici — n’en est qu'un parmi d'autres. Il n’est pas nécessairement le plus efficace, et il est souvent difficile à exécuter en pratique. Il est vrai que l'information nécessaire à sa réalisation est minimale : une liste des unités de la population suffit. Une telle liste est souvent disponible, comme la liste des contribuables, la liste des compagnies dressée par une Chambre de commerce, des municipalités, des adresses civiques, etc. Mais ces listes n'énumèrent pas toujours les unités qui nous intéressent. Par exemple, un échantillon aléatoire simple des habitants d’un quartier nécessite une liste des habitants du quartier, alors que vous ne pouvez énumérer que des adresses — des ménages, essentiellement. Vous pouvez tirer un échantillon aléatoire simple de ménages mais non de personnes.
Un échantillon aléatoire simple est problématique aussi lorsqu’on souhaite estimer, en plus des paramètres de la population, des paramètres d’un domaine. Par exemple, on peut vouloir estimer le revenu moyen des ménages de l’île de Montréal, mais aussi celui de certains quartiers, comme, par exemple, Outremont. Un échantillon aléatoire de ménages tirés dans l’ensemble des ménages montréalais comprendra bien quelques ménages d'Outremont, mais on ne peut pas compter sur le hasard pour donner un nombre adéquat de ménages d’Outremont pour assurer une précision raisonnable. Il faut donc prévoir un mode d’échantillonnage qui assure un effectif suffisant dans les domaines d’intérêt.
Finalement, on préférera certaines des alternatives à l’échantillonnage aléatoire simple pour des raisons de précision : parce qu’elles peuvent fournir de meilleures estimations.
Nous allons décrire ici deux nouveaux modes d’échantillonnage : l’échantillonnage stratifié, et l’échantillonnage par grappes. Nous dirons quelques mots également sur l’échantillonnage systématique. Ces différentes approches sont valables, mais il est important de retenir ceci : chaque mode d'échantillonnage entraîne ses estimateurs propres. Dans un échantillon aléatoire simple on peut estimer la moyenne de la population par la moyenne de l'échantillon. Cette même moyenne risque d'être sérieusement biaisée si l'échantillon a été tiré par grappes.
10.1	Échantillonnage stratifié
Il est naturel, parfois, de partitionner une population avant d’échantillonner. Par exemple, un sondage auprès des étudiants d’une université peut procéder par faculté : on tire un échantillon — aléatoire simple, si l’on veut — dans chaque faculté, puis on réunit les résultats obtenus dans les facultés pour obtenir une estimation globale pour la population entière. Ce mode d’échantillonnage, appelé échantillonnage par strates, n’est pas seulement plus aisé à exécuter : il permet en plus d’améliorer la précision des estimations. Nous allons définir ici des estimateurs propres à ce mode de tirage, ainsi que les formules de variance et d’intervalle de confiance qui en résultent.



Commençons par illustrer le procédé. Le tableau A.03 présente une population de 210 paroisses québécoises. Cette population a été répartie en quatre strates selon le nombre d’habitants en 1996. La strate 1 comprend les plus petites paroisses, la strate 4 les plus grandes. On a tiré un échantillon aléatoire simple dans chacune des quatre strates afin d’estimer le nombre moyen  de naissances par paroisse. Les échantillons, ainsi que certains calculs sont présentés au tableau 10.1. La notation est nécessairement plus complexe, mais elle reste conforme à celle utilisée jusqu’ici. Les notations N (taille de la population),
n (taille de l’échantillon),  (moyenne de la population), (moyenne de l’échantillon), S (écart-type de la population) et s (écart-type de l’échantillon) seront munies d’un indice h identifiant la strate. Elles seront donc remplacées par, respectivement, Nh, nh, h, , Sh et sh. La taille de la population est , et les tailles relatives sont désignées par Wh = Nh/N. Le nombre de strates est désigné par L.
Figure 10.1 Échantillonnage par strates
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Tableau 10.1 Échantillon stratifié de la population de paroisses (tableau A.03)
	[bookmark: _Hlk27281277]
	Strate (h)

	
	h = 1
	h = 2
	h = 3
	h = 4

	
	7
	14
	23
	24

	
	10
	11
	36
	110

	
	8
	14
	2
	17

	
	2
	7
	9
	47

	
	7
	17
	24
	32

	
	6
	19
	
	

	
	2
	9
	
	

	 
	6
	
	
	

	Taille de l’échantillon (nh)
	8
	7
	5
	5

	Taille de la strate (Nh)
	105
	63
	21
	21

	
Taille relative de la strate (Wh = )
	
= 0,5
	
= 0,3
	
= 0,1
	
= 0,1

	
Moyenne de l’échantillon ()
	6
	13
	18,8
	46

	Écart-type de l’échantillon (sh)
	2,7775
	4,2817
	13,4052
	37,4767

	Écart-type de l’estimateur : 



 = , fh = 
	0,9438
	1,5258
	5,2329
	14,6294





S’il ne s’agissait que d’estimer les moyennes des strates, 1, 2, 3 et 4, il n’y aurait rien de nouveau dans ce problème. Mais l’objectif ici est d’estimer la moyenne  de la population entière. Ce qu'il reste à faire, donc, c’est de combiner les estimateurs  de façon à obtenir une estimation de . Comment les combiner ? Sachant que la moyenne  de la population est elle-même une certaine combinaison des moyennes h des strates, nous estimerons  en prenant la même combinaison des moyennes . Comment s'exprime  en fonction des h ? 
Il est clair que  est une moyenne des h, mais une moyenne pondérée. Pondérée par quoi ? Par les tailles des strates dans la population — les Wh :


La moyenne de la population  est une moyenne des moyennes des strates h, pondérée par les Wh :
 = W11 + W22 + W33 + W44[footnoteRef:1]. [1: 	Ce calcul est analogue au calcul d’une moyenne à partir d’une distribution, qui consiste à multiplier chaque valeur distincte de la variable par sa fréquence.  Les Wh sont essentiellement des fréquences.] 

Estimateur de 


On estimera , naturellement, en remplaçant chaque h ci-dessus par . On obtient ainsi l’estimateur stratifié, désigné par  :





Les  étant indépendants, les  le sont aussi et donc la variance de est


Nous estimons cette variance par

.
Les variances estimées sont :


 = 0,8908			 = 2,3280


 = 27,3829 		 = 214,0190.
Nous avons donc

	= (0,5)2(0,8908) + (0,3)2(2,3280) + (0,1)2(27,3829) + (0,1)2(214,0190)
	= 2,8462,


d’où =  = 1,687.
On détermine l’intervalle de confiance comme d’habitude :


Récapitulation
Nous reprenons ici de façon formelle et générale la procédure que nous venons d’appliquer, question de consolider la notation et les formules.
Considérons une population répartie en L strates. Les paramètres relatifs à la population sont définis dans le tableau suivant :

	N = taille de la population entière
	h = moyenne de la strate h

	Nh = taille de la strate h, N1 + … + NL = N
	 = moyenne de la population, = hWh h

	Wh = Nh / N, la fraction de la population qui appartient à la strate h. Wh = 1
	Sh = écart-type (corrigé) de la strate h



On tire un échantillon aléatoire simple dans chacune des strates. Le tableau suivant définit les statistiques échantillonnales et résume les propriétés de l’estimateur de la moyenne.

	n = taille de l’ensemble des échantillons
	
 = moyenne de l’échantillon tiré dans la strate h

	nh = taille de l’échantillon tiré dans la strate h 
	(n1 + … + nL = n)
	

 =  : estimateur de 

	sh = écart-type (corrigé) de l’échantillon de la strate h
	


 =  : variance de 

	


 =  : estimateur de 
	


=  : variance de 

	


=  : estimateur de la variance de 



Intervalle de confiance pour  
On détermine un intervalle de confiance de niveau 95 % pour  par la formule






-    + .
Exemple 10.1 Estimation et intervalle de confiance - échantillon stratifié
D’une population répartie en trois strates de tailles 10, 25 et 50, on prélève un échantillon stratifié de 2 observations de la strate 1, 6 de la strate 2 et 12 de la strate 3. On obtient les données suivantes :
Strate 1 
30 215
95 684 




Strate 2 
5 656
6 532
6 521
6 582
8 457
9 856 
Strate 3
214
659
654
658
123
452

325
445
323
765
325
235 
Déterminer 
a)	une estimation de la moyenne de la population, 
b)	une estimation du total de la population, 

c)	une estimation de 
d)	un intervalle de confiance à 95 % pour la moyenne de la population.
Solution. [Les valeurs des calculs intermédiaires présentées sont moins précises que celles qui ont été retenues pour les calculs subséquents. On peut s’attendre à quelques différences dans les résultats finaux dues à des erreurs d’arrondi]

			 = 62 949,50		s1 = 46 293,57 ;

			 = 7267,33			s2 = 1567,18 ;

			 = 431,50			s3 = 208,88.
a)	L'estimation de la moyenne est 


		= 
		= (10/85)(62 949,5) + (25/85) (7267,33) + 	(50/85)(431,50) = 9797,10.


b)	Si on estime la moyenne à  = 9797,10, alors une estimation du total 	est 	N = 85(9797) = 832 753.
c)	Les variances estimées des trois moyennes échantillonnales sont 



	 = (1-f1)=  = 857 237 992,



	 = (1-f2)=  = 311 101,119, et



	 = (1-f3)=  = 2 763,27364.

Exemple 10.1 (suite et fin) Estimation et intervalle de confiance - échantillon stratifié
La variance de l'estimateur de la moyenne est estimée par 


et l'écart-type estimé par 


 =  = 3 448,59.
d)	Un intervalle de confiance approximatif à 95% est donné par 



2= 9 797,10 ± 2 (3 448,59) = 9 797,10 ± 6 897,18.


On peut affirmer avec à peu près 95 % de confiance que 2 900  16 694.

10.2	Allocation des observations 
Supposons que la taille totale n d’un échantillon stratifié a été fixée. Comment répartir ces n observations entre les strates ? Il semble intuitivement raisonnable de maintenir une certaine proportionnalité entre les tailles des échantillons et les tailles des strates : les grandes strates doivent être plus fortement représentées dans l'échantillon. Cette répartition, appelée allocation proportionnelle, a du mérite et elle est effectivement très répandue. Nous la discutons en premier. Mais dans certaines circonstances, il est possible de faire mieux, en fait de répartir les observations de la meilleure façon possible (une notion que nous prendrons soin de définir convenablement). Cette répartition est appelée allocation optimale. Commençons par l'allocation proportionnelle.
Allocation proportionnelle
L’allocation proportionnelle est celle qui consiste à répartir l’échantillon de la même façon que la population. C’est à dire, les nh sont tels que 
nh/n = Nh/N = Wh,
ou encore
nh = nWh.
Dans l’exemple présenté au début du chapitre, les tailles des 4 strates sont 105, 63, 21 et 21 et les tailles relatives sont W1 = 0,5, W2 = 0,3, W3 = W4 = 0,1. Supposons qu’on décide de prélever un échantillon de taille n = 50. On répartira les n = 50 unités comme suit :
n1 = 50W1 = 50(0,5) = 25		n2 = 50W2 = 50(0,3) = 15		n3 = n4 = 50W3 = 5.
Allocation optimale
Bien qu’il soit naturel de répartir les nh de façon proportionnelle aux Nh (ou aux Wh), ce n’est pas la meilleure allocation possible. L’allocation des effectifs a un effet important sur la précision d’un estimateur. Considérons, par exemple, la population présentée au tableau A.03, une population de N = 210 paroisses québécoises. Supposons qu’on projette de tirer un échantillon de taille n = 50 afin d’estimer le nombre moyen de naissances. Les tailles des strates et les écarts-types des strates sont :
	
	Strate 1
	Strate 2
	Strate 3
	Strate 4

	Nh
	105
	63
	21
	21

	Sh
	6,3526
	5,5285
	8,6349
	34,5275


Nous allons considérer différentes répartitions possibles et calculer l’écart-type de l’estimateur pour chaque répartition, en supposant, pour les besoins de ces calculs, que la population est entièrement connue. Les formules sont





 = , où  = , fh = .
	Répartition
	
Écart-type de l'estimateur () 

	n1 = 4	n2 = 25	n3 = 17	n4 = 4
	2,2166

	n1 = 4	n2 = 21	n3 = 21	n4 = 4
	2,2195

	n1 = 25	n2 = 15	n3 = 5	n4 = 5
	1,5419

	n1 = 17	n2 = 9	n3 = 5	n4 = 19
	0,9658

	Échantillon aléatoire simple de taille 50
	1,9599



Pour fins de comparaison, nous avons calculé aussi l’écart-type de  pour un échantillon aléatoire simple de taille n = 50 :


Sy = 15,8770, et  =  = 1,9599.
On remarque que, dépendant de l’allocation, l’échantillonnage stratifié peut être plus efficace ou moins efficace qu’un échantillon aléatoire simple. La stratification avec allocation proportionnelle (écart-type de 1,5419) offre généralement de meilleurs résultats que le tirage aléatoire simple, bien que dans ce cas particulier le gain est négligeable. Il est possible de faire mieux. On voit dans le tableau une allocation pour laquelle l’écart-type est 0,9658. C’est l’allocation optimale.

L'allocation optimale est celle qui minimise l'écart-type de l’estimateur pour une taille n fixée. Dire que l’allocation n1 = 17, n2 = 9, n3 = 5, n4 = 19 est optimale, c’est dire qu’il n’y a aucune autre allocation qui donne un écart-type aussi petit que 0,9658. La règle générale est la suivante : les valeurs de n1,…, nL qui minimisent la variance  sont les valeurs proportionnelles aux WhSh, 
c'est-à-dire, 

.
Cette formule montre quelles sont les strates auxquelles nous devons allouer le plus d'observations. La taille Nh joue un rôle, ce qui est normal : plus la strate est grande, plus il faut y puiser des observations. C'est ce que fait l'allocation proportionnelle. Mais contrairement à celle-là, l'allocation optimale tient compte aussi de l'écart-type Sh : plus les données de la strate sont dispersées, plus il faut y prélever d'observations.
C’est la formule que nous avons utilisée pour obtenir l’allocation optimale dans l’exemple. Voici les calculs :
	
	Strate 1
	Strate 2
	Strate 3
	Strate 4
	Somme

	Nh
	105
	63
	21
	21
	210

	Sh
	6,3526
	5,5285
	8,6349
	34,5275
	

	NhSh
	667,023
	348,2955
	181,3329
	725,0775
	1921,7289

	
  50
	17,3548
	9,062
	4,718
	18,8652
	50

	nh 
	17
	9
	5
	19
	50


L'allocation 17, 9, 5, et 19 est optimale. On constate qu’elle est loin d’être proportionnelle. Les strates 3 et 4 sont de même taille, mais les ressources affectées à la 4e strate sont beaucoup plus importantes. C’est que la dispersion dans cette strate est très grande comparée à celle des autres. C’est justement de là que la stratification tient son efficacité : elle permet d’allouer des ressources là où on en a le plus besoin, c’est-à-dire, dans les strates où, à cause d’une forte dispersion, l’estimation est difficile.
Strates recensées
Il peut arriver que la formule pour l'allocation optimale donne pour certaines strates une valeur de nh supérieure à Nh — ce qui est impossible. Dans ce cas, on prélève toutes les unités des strates en question, et on utilise l'allocation optimale pour les autres strates.

Exemple 10.2 Strate recensée
Les 515 clients d’une compagnie sont classés en trois strates. Déterminer l’allocation optimale pour un échantillon de taille 60. Voici les données estimées pour les trois strates :


Strate 1
(Clients spéciaux)
Strate 2
(Grossistes)
Strate 3
(Particuliers)
Nh
20
95
400
Sh
13 250
800
150
NhSh
265 000 
76 000
60 000

(NhSh/)  60
39,65
11,37
8,98

L’allocation exigerait qu’on tire 40 unités de la strate 1 alors qu’elle n’en contient que 20. Donc on alloue 20 à la strate 1, et les 40 qui restent sont ensuite réparties de façon proportionnelle aux NhSh, 76 000 et 60 000, soit 22 et 18. Remarquez qu'alors le premier terme de l'estimation de la variance disparaît, puisque l'estimation de 1, la moyenne de la strate recensée, n'est plus sujette à erreur :

Exemple 10.2 (suite et fin) Strate recensée



Paramètres inconnus
Pour déterminer l'allocation proportionnelle, il suffit de connaître les Wh (s'ils ne sont pas connus, et si on ne peut pas les estimer avec précision, il n'est pas question de faire de l'échantillonnage stratifié : l’estimateur lui-même dépend des Wh). Pour déterminer l'allocation optimale, par contre, il faut aussi connaître les Sh. Or les Sh sont des paramètres inconnus. Il n'y a pas de solution générale à ce problème. En pratique, on fait du mieux qu’on peut pour obtenir, d'une façon ou d'une autre, une estimation des Sh, soit par un échantillonnage conçu à cette fin, soit en se basant sur des données semblables dans d'autres populations, soit encore en se fiant aux Sh d’une autre variable, corrélée à celle qui nous intéresse, et connue pour la population entière.
Efficacité de la stratification
Dans un échantillon aléatoire simple, la variance de l’estimateur est fonction de S, l'écart-type de la population entière, alors que dans un échantillon stratifié elle est fonction des écarts-types Sh des strates. C’est ce qui fait qu’une stratification judicieuse peut donner des estimations plus précises qu’un échantillon aléatoire simple de même taille. Une stratification est particulièrement efficace si les données d’une même strate sont homogènes (les Sh sont petits), ou encore, ce qui revient au même, si les moyennes h des strates sont très différentes. L’exemple suivant montre l’effet d’une stratification dans un tirage avec allocation proportionnelle. Voici les données d’une population de
45 unités :
	20 ; 45 ; 55 ; 65 ; 90 ; 100 ; 125 ; 135 ; 145 ; 170 ; 180 ; 205 ; 215 ; 225 ; 250 ; 25 ; 40 ; 60 ; 70 ; 85 ; 105 ; 120 ; 140 ; 150 ; 165 ; 185 ; 200 ; 220 ; 230 ; 245 ; 30 ; 35 ; 50 ; 75 ; 80 ; 110 ; 115 ; 130 ; 155 ; 160 ; 190 ; 195 ; 210 ; 235 ; 240.




La moyenne de cette population est  = 135 et l’écart-type est S = 69,57664. Si on tire un échantillon aléatoire simple de taille n = 12, l’écart-type de l’estimateur  est  = 17,20.
Supposons qu’on répartit la population en trois strates de taille 15, dans l’ordre présenté, et qu’on tire un échantillon de taille 4 dans chacune des strates. Voici les données :
	Strate (h)
	Données
	h
	Sh

	1
	20 ; 45 ; 55 ; 65 ; 90 ; 100 ; 125 ; 135 ; 145 ; 170 ; 180 ; 205 ; 215 ; 225 ; 250
	135
	71,7

	2
	25 ; 40 ; 60 ; 70 ; 85 ; 105 ; 120 ; 140 ; 150 ; 165 ; 185 ; 200 ; 220 ; 230 ; 245
	136
	71,1

	3
	30 ; 35 ; 50 ; 75 ; 80 ; 110 ; 115 ; 130 ; 155 ; 160 ; 190 ; 195 ; 210 ; 235 ; 240
	134
	70,8






Le lecteur peut vérifier que la stratification n’apporte ici aucun gain de précision : l’écart-type de est  = 17,60, quasiment identique à celui de ,  = 17,20. La raison est que les moyennes et les écarts-types des strates sont à peu près égales.
Considérons maintenant une stratification qui rassemble les petites valeurs dans une même strate ; les valeurs moyennes dans une deuxième ; et les valeurs élevées dans une troisième.
	Strate (h)
	Données
	h
	Sh

	1
	20 ; 25 ; 30 ; 35 ; 40 ; 45 ; 50 ; 55 ; 60 ; 65 ; 70 ; 75 ; 80 ; 85 ; 90
	55
	22,36

	2
	100 ; 105 ; 110 ; 115 ; 120 ; 125 ; 130 ; 135 ; 140 ; 145 ; 150 ; 155 ; 160 ; 165 ; 170
	135
	22,36

	3
	180 ; 185 ; 190 ; 195 ; 200 ; 205 ; 210 ; 215 ; 220 ; 225 ; 230 ; 235 ; 240 ; 245 ; 250
	215
	22,36




L’avantage de la stratification est très net ici : l’écart-type de l’estimateur passe de  = 17,60 à = 5,53.
La règle générale est celle-ci : quand une allocation proportionnelle est prévue, la stratification est d’autant plus efficace que les moyennes des strates sont très différentes.
Si on compte recourir à une allocation optimale, l’estimateur s’améliore encore, cette fois-ci en fonction des différences entre les écarts-types Sh des strates : plus les Sh sont différents les uns des autres, plus l’allocation optimale est avantageuse. Si les Sh sont égaux, l’allocation proportionnelle est optimale.
10.3	Estimation d'une proportion

Un échantillonnage par stratification peut également être employé avec profit pour estimer une proportion p. Aucune théorie nouvelle n'est réellement nécessaire, puisqu'une proportion est essentiellement une moyenne. En effet, la proportion p des unités appartenant à une classe  est alors la moyenne  d’une variable dichotomique Y, tel que nous l’avons déjà vu. Donc estimer p, c'est estimer une moyenne. Cependant, nous donnons de nouvelles formules ici, de façon à profiter de la simplification qui résulte du caractère dichotomique de la variable. Les proportions des unités de la strate h appartenant à la classe  seront désignées par ph et la proportion échantillonnale de la strate h par. L'estimateur de la proportion p est


 = .

L’écart-type de  est 


 = ,
où



 = .



Un estimateur de  est donné par


 = ,
où


 = .
Un intervalle de confiance approximatif de niveau 95 % est donné par






 - 2 p  + 2.
Exemple 10.3 Estimation et intervalle de confiance - proportion et effectif
Pour estimer la proportion d'employés en faveur d'un plan de soins dentaires, on prélève un échantillon aléatoire simple dans chacune des 4 divisions de la compagnie. Les effectifs des 4 divisions sont 4 523, 3 456, 1 300 et 1 124 ; et les tailles respectives des échantillons sont 22, 17, 6 et 5. Le nombre de personnes favorables est 10, 5, 3 et 3 dans les quatre échantillons, respectivement.
a)	Estimez la proportion et le nombre d'employés en faveur d'un plan dentaire dans la compagnie ;
b)	Estimez les écarts-types des estimateurs utilisés en a) ;
c)	Déterminez un intervalle de confiance pour la proportion et pour le nombre d'employés en faveur d'un plan dentaire.





Solution Les Wh sont , , et . Les  sont 10/22, 5/17, 3/6 et 3/5.
D’où :
Wh



Wh
fh





0,43478
0,45455
0,19763
0,00486
0,01175
0,00222
0,33221
0,29412
0,09771
0,00492
0,01291
0,00143
0,12496
0,5
0,06248
0,00462
0,04977
0,00078
0,10805
0,6
0,06483
0,00445
0,05973
0,00070
1

0,42264536


0,00512047






a)	Donc =+ ++ = 0,42264536. 
	On estime que 42,26 % des employés de la compagnie sont en faveur du plan.


	 = N= 10 403  0,42264536 = 4 397.
	On estime à 4 397 le nombre d’employés en faveur. 

Exemple 10.3 (suite et fin) Estimation et intervalle de confiance - proportion et effectif

b)	Les variances des estimateurs  sont 




= 0,01175 ;  = 0,01291 ; = 0,04977 ;  = 0,05973.

	La variance de  est
	(0,43478)2(0,01175) + (0,33221)2(0,01291) + (0,12496)2(0,04977) +
(0,10805)2(0,05973) = 0,00512047
	et donc 


= = 0,0715575.



	L'écart-type de  est = N= 10 403 (0,0715575) = 744.




c)	0,4226 - 2 (0,0715575)  p  0,4226 + 2 (0,0715575), ou 
0,2795305  p  0,5657602. On peut affirmer avec environ 95 % de confiance que le pourcentage d'employés en faveur du plan est compris entre 27,95 % et 56,58 %. Le nombre d'employés en faveur est donc compris entre (10 403)(0,279305) = 2 908 et (10 403)(0,5657602) = 5 886.

Allocation optimale
L'allocation optimale est donnée par 

.
Une formule approximative plus simple est la suivante :

.
Pour appliquer ces formules, il faut connaître les valeurs des ph, ou du moins disposer d’une estimation de ces valeurs. Il peut arriver, en l'absence d'information sur les ph, qu'on les suppose égaux. Dans ce cas, l'allocation optimale est équivalente à l'allocation proportionnelle.
À propos de la supposition que les ph sont égaux. En pratique, cette hypothèse ne sera vérifiée qu'approximativement au mieux. Cependant, la formule ci-dessus montre que l'allocation optimale dépend essentiellement des valeurs
ph(1-ph) et non des ph eux-mêmes. Or le produit ph(1-ph) varie peu, même lorsque les ph varient assez. Les seules situations où ceci n'est pas vrai sont celles où les ph sont très petits ou très grands. Autrement les produits sont en fait à peu près égaux. En résumé : si les ph ne sont pas trop éloignés de 1/2, l'allocation optimale n'est pas tellement supérieure à l'allocation proportionnelle.
Exemple 10.4 Répartition optimale en fonction des proportions ph des strates
Les 3 strates d'une population contiennent respectivement 175, 375 et 450 unités. 
a)	Déterminer la répartition optimale d'un échantillon de taille 100 si 
	i) p1 = 0,4, p2 = 0,5, p3 = 0,6, et si 
	ii) p1 = 0,05, p2 = 0,15, p3 = 0,25.
	Comparer avec la répartition proportionnelle ;

b)	pour chacun des cas ci-dessus, calculer l'écart-type de.
Solution. Les valeurs de Wh sont 0,175 ; 0,375 ; 0,450.

a)	i) les valeurs de Wh sont 0,0857 ; 0,1875 ; 0,2205. Leur somme est 0,4937, l'échantillon doit être réparti selon les proportions 0,0857/0,4937 ; 0,1875/0,4937 ; 0,2205/0,4937, ce qui donne environ nh = 17 ; 38 ; et 45 ; 

	ii) les nh cette fois-ci sont 10, 37 et 53. On voit bien que la première répartition est essentiellement la répartition proportionnelle, ce qui s’explique par le fait que les valeurs de  (notamment 0,4899 ; 0,5 ; et 0,4900), donc quasiment égales.

b)	La variance de  dans le cas (i) est [(0,175)2 0,4(1-0,4)/16] (1-17/175) + [(0,375)2 0,5(1‑0,5)/37] (1- 38/375) + [(0,450)2 0,6(1-0,6)/44] (1-45/450) = 0,0023, alors que dans (ii) elle est [(0,175)2 0,05(1-0,05)/9] (1-10/175) + [(0,375)20,15(1-0,15)/36] (1-37/375) + [(0,450)2 0,25 (1-0,25)/52]
(1- 53/450) = 0,0012.

10.4	Échantillonnage par grappes
Les unités d’une population appartiennent souvent à des groupes naturels : Chaque ménage se trouve dans un quartier ; chaque cégépien est inscrit à un cégep ; chaque électeur vit dans une circonscription. Ces regroupements fournissent un moyen de sélectionner des unités lorsqu’un échantillonnage aléatoire simple se révèle impossible ou trop coûteux. Dans le cas des cégépiens, un tirage aléatoire simple est impossible si on ne dispose pas d’une liste de tous les étudiants. Il peut aussi être coûteux : l’échantillon peut comprendre des étudiants dans les quatre coins de la province, ce qui est problématique si les étudiants sélectionnés doivent être rencontrés personnellement. Non pas qu’il faille systématiquement éviter les étudiants des régions éloignées, mais ce serait peu rentable d’envoyer un intervieweur au loin pour n’interroger qu’une ou deux personnes. Le mode de tirage devrait être tel qu’une fois là, l’intervieweur puisse interroger plusieurs étudiants.
Figure 10.2
Échantillon
Population
Échantillonnage par grappes

On pourrait considérer un échantillonnage stratifié, dans lequel les quartiers, les cégeps, les circonscriptions servent de strates. Mais le nombre de strates serait, dans les exemples mentionnés, beaucoup trop élevé (bien que peut-être pas dans le cas des cégeps) et coûteux, car un échantillonnage stratifié exige qu’on tire un échantillon dans chacune des strates. Pour ces raisons purement pratiques, on peut juger préférable de prélever un échantillon de cégeps (ou quartiers, ou circonscriptions) plutôt qu’un échantillon de personnes. Les cégeps sont alors appelées des grappes ou unités primaires. À l'intérieur de chacun des cégeps sélectionnés on interroge tous les élèves. Ces derniers sont appelés des unités secondaires ou des sous-unités.
Plusieurs méthodes ont déjà été proposées pour ce problème. Nous présentons ici, dans leurs grandes lignes, trois des méthodes couramment utilisées. Deux d’entre elles sont basées sur un tirage aléatoire simple de grappes et utilisent un mode d’estimation classique, déjà discuté. La troisième est nouvelle. Elle est basée sur l'échantillonnage avec probabilités inégales.
Tirage aléatoire simple de grappes
On pourrait, à la limite, décider de considérer une grappe comme une unité ordinaire, et prendre pour Y la valeur totale de la variable d’intérêt. Dans ce cas, toutes les techniques étudiées jusqu’ici peuvent s’appliquer intégralement. Supposons qu’on doive tirer un échantillon d’employés dans une compagnie dont le personnel est réparti en N succursales. Nous connaissons les valeurs des paramètres suivants :
N = Nombre de succursales = 180
M = Nombre d’employés dans toute la population = 3 500.
Voici les données :
Tableau 10.2 Échantillon de n = 15 succursales tirées d’une population 
de N =180 succursales ayant en tout M = 3 500 employés
	i
	Nombre d’employés (Mi)
	Nombre total 
de personnes à charge (yi ) 

	1
	24
	34

	2
	4
	7

	3
	21
	27

	4
	17
	21

	5
	15
	19

	6
	6
	11

	7
	3
	3

	8
	27
	38

	9
	17
	24

	10
	23
	20

	11
	15
	15

	12
	28
	33

	13
	16
	15

	14
	18
	25

	15
	24
	30

	Somme
	258
	322

	Moyenne
	17,2
	21,4667

	Écart-type
	
	10,1339


Supposons que nous voulons estimer le nombre moyen de personnes à charge par employé, et que pour ce faire, on prélève un échantillon aléatoire simple de 
n = 15 succursales. Pour chaque unité (succursale) i sélectionnée, on note les valeurs suivantes :
Mi = nombre total d’employés dans la succursale i
yi = nombre total de personnes à charge des employés de la succursale i.
Estimation par la moyenne
L’estimateur par la moyenne, ainsi que l’estimateur par le quotient que nous présenterons ensuite, sont des estimateurs où l’unité primaire est considérée comme une unité indivisible. Les sous-unités n’interviennent qu’à la toute fin. Nous avons donc une population de N unités, à chacune desquelles est associée une valeur y.

La moyenne  = 21,4667 est une estimation du nombre moyen de personnes à charge par succursale. D’où les estimations suivantes :
Nombre total de personnes à charge dans la compagnie :

180   = 180  21,4667 = 3 864.
Nombre moyen de personnes à charge par employé :

180  / 3 500 = 3 864/3 500 = 1,104.

Pour déterminer un intervalle de confiance, commençons par l’estimateur  :



 = 21,4667	 sy = 10,1339	 =  = 2,505159.


Intervalle de confiance pour la moyenne par succursale :




 - 2  Nombre moyen de personnes à charge par succursale   + 2
16,4563  Nombre moyen de personnes à charge par succursale  26,4770.
Si on multiplie par N = 180, on obtient un intervalle de confiance pour le nombre total de personnes à charge dans la compagnie :
180(16,4563)  Nombre total de personnes à charge  180(26,4770)
2 962  Nombre total de personnes à charge  4 766.
Enfin, si on divise par M = 3 500, on obtient le nombre moyen de personnes à charge par employé :
0,8463  Nombre moyen de personnes à charge par employé  1,3617.
Estimation par le quotient
Ici aussi, on procède comme si la grappe était une unité ordinaire, avec la différence qu’on utilise l’estimateur par le quotient, avec le nombre d’employés comme variable auxiliaire. La colonne désignée par Mi pourrait aussi bien être désignée par xi et on peut utiliser les formules connues pour l’estimation par le quotient. Le nombre moyen de personnes à charge par employé est en fait un quotient :

R = 
L’estimateur est donc (utilisant la notation xi à la place de Mi)


Notons que cet estimateur est intuitivement évident : on estime le nombre moyen de personnes à charge par employé en divisant le nombre de personnes à charge par le nombre d’employés.

L’écart-type de  est estimé par 


 = .
On a






L’intervalle de confiance est 




 - 2  Nombre moyen de personnes à charge par employé   - 2
1,2481 – 2(0,05222)  Nombre moyen de personnes à charge par employé 
 1,2481 – 2(0,05222)
1,1436  Nombre moyen de personnes à charge par employé  1,3525.
Remarque Ici, la marge d’erreur est 0,1045, alors qu’elle était 0,2577 pour l’estimateur par la moyenne. L’estimation par le quotient est nettement meilleure, ce qui n’est pas étonnant. On se souvient que l’estimateur par le quotient est particulièrement efficace lorsqu’il y a une forte corrélation entre la variable d’intérêt et la variable auxiliaire. Ici, la variable d’intérêt est le nombre total de personnes à charge dans la succursale, et la variable auxiliaire est le nombre d’employés dans la succursale. Il est évident que plus il y a d’employés, plus il y a de personnes à charge.

Échantillonnage avec remise et probabilités proportionnelles aux tailles
Nous étudions maintenant l'une des approches développées spécialement pour l'échantillonnage par grappes. Elle a deux caractéristiques nouvelles :
1)	les tirages se font avec remise, et 
2)	à chaque tirage, la probabilité de tirer la grappe i est proportionnelle à Mi.
Une application particulière de cette approche, répandue en vérification comptable, porte le nom échantillonnage par unité monétaire (Dollar unit sampling). Lorsqu'on échantillonne une population de comptes, il est naturel d'accorder plus de poids aux gros comptes, la mesure d'un compte étant une certaine valeur monétaire qui lui est associée et qui est connue pour la population entière. Cela serait, par exemple, la valeur d'un remboursement de la TPS réclamé au ministère du Revenu. La probabilité de sélection des comptes serait proportionnelle à l'importance du compte. Le terme utilisé en vérification pour ce type de sélection vient de ce qu'on imagine la population comme étant constituée de dollars, leur nombre étant la valeur totale de tous les comptes. Chacun de ces dollars appartient à un compte. On tire au hasard l'un de ces dollars, et on retient dans l'échantillon le compte auquel il appartient.
Revenons au tirage d'employés par grappe. Le mode de tirage avec remise et probabilités proportionnelles aux tailles peut se réaliser comme suit :
· On dresse une liste de tous les employés de la compagnie.
· Au hasard, on tire un employé dans la liste, en donnant à chaque employé la même probabilité de sélection, soit 1/M.
· On inclut dans l’échantillon tous les employés de la succursale à laquelle appartient l’employé choisi.
· On recommence n fois, toujours à partir de la population entière. Une succursale peut donc être incluse dans l’échantillon plus d’une fois.
Nous allons considérer les mêmes données que celles du tableau 10.2, en supposant que cet échantillon de taille 15 a été tiré avec probabilités proportionnelles aux effectifs des grappes Mi.
La technique d’estimation consiste ici à calculer la moyenne par employé dans chaque grappe (succursale) et de considérer ces moyennes comme nos données de base, à partir desquelles on estimera une moyenne. On montre les calculs au tableau 10.3.


L’estimateur de la moyenne par employé est simplement la moyenne des moyennes  . On désigne cet estimateur par , puisque c’est une moyenne de moyennes :



Moyenne par employé :  =  =  = 1,282.
On estime l’écart-type de l’estimateur par 


 = ,


où  est l’écart-type des  :

 = 0,0706.
Finalement, on calcule l’intervalle de confiance :




 - 2 ≤ Moyenne par employé ≤  + 2
1,1409 ≤ Moyenne par employé ≤ 1,4233.
Tableau 10.3 Échantillon de 15 succursales tirées d’une population de 180 succursales
ayant en tout 3 500 employés
	i
	Nombre 
d'employée (Mi)
	Nombre total 
de personnes à charge (yi ) 
	Moyenne par employé

 ( = yi/Mi)

	1
	24
	34
	1,4166667

	2
	4
	7
	1,7500000

	3
	21
	27
	1,2857143

	4
	17
	21
	1,2352941

	5
	15
	19
	1,2666667

	6
	6
	11
	1,8333333

	7
	3
	3
	1,0000000

	8
	27
	38
	1,4074074

	9
	17
	24
	1,4117647

	10
	23
	20
	0,8695652

	11
	15
	15
	1,0000000

	12
	28
	33
	1,1785714

	13
	16
	15
	0,9375000

	14
	18
	25
	1,3888889

	15
	24
	30
	1,2500000

	Total
	258
	322
	19,2313727

	Moyenne
	17,2
	21,4667
	1,2820915

	Écart-type
	
	10,1339
	0,2734830


Comment générer l'échantillon
Supposons que nous disposons des moyens pour générer des nombres de loi uniforme sur l'intervalle [0 ; 1) — des tables de nombres au hasard, des boules numérotées, ou d’un programme d'ordinateur. Comment utiliser ces facilités pour choisir les grappes avec probabilités proportionnelles à leurs tailles ?
Soit zi = Mi /M, pour i = 1, 2, ... , N.
Une procédure relativement simple est la suivante. On découpe l'intervalle [0 ; 1) en n sous-intervalles. Le premier est de longueur z1, le deuxième est de longueur z2, ainsi de suite, jusqu'au dernier, qui est de longueur zN. On génère un nombre U de loi uniforme sur l'intervalle [0,1).
[image: ]
Ce nombre appartiendra à l'un des sous-intervalles définis ci-dessus. 
On choisira la ie unité primaire si U est dans le ie intervalle.
Exemple 10.5 Choix d'un échantillon à probabilités inégales
Supposons que pour tirer un échantillon de taille 4 d’une population de 10 grappes dont les tailles sont :
1, 4, 7, 9, 10, 11, 12, 13, 15, 18,
on génère 4 nombres au hasard. On obtient les nombres suivants :
0,0274		0,5122		0,6329		0,8675.
Quelles unités primaires doit-on alors tirer de la population ?
Solution. Les zi et leurs valeurs cumulées sont données dans le tableau suivant :
zi
0,01
0,04
0,07
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,15
0,18
zi cumulés
0,01
0,05
0,12
0,21
0,31
0,42
0,54
0,67
0,82
1,00
Les 10 intervalles sont donc :
[0 ; 0,01), [0,01 ; 0,05), [0,05 ; 0,12), [0,12 ; 0,21), [0,21 ; 0,31), [0,31 ; 0,42), [0,42 ; 0,54), [0,54 ; 0,67), [0,67 ; 0,82), [0,82 ; 1,00).
Puisque
0,0274  [0,01 ; 0,05), intervalle 2
0,5122  [0,42 ; 0,54), intervalle 7
0,6329  [0,54 ; 0,67), intervalle 8
0,8675  [0,82 ; 1,00), intervalle 10
les grappes à retirer sont les unités 2, 7, 8 et 10.


Remarque Noter que puisqu'on tire avec remise, si deux des nombres au hasard tombent dans le même intervalle, l'unité correspondante est tirée deux fois.
Par exemple, si les 4 nombres au hasard sont 0,0274 ; 0,0682 ; 0,8329 ; et 0,8675 :
0,0274  [0,01 ; 0,05), intervalle 2,
0,0682  [0,5 ; 0,12), intervalle 3,
0,8329  [0,82 ; 1,00), intervalle 10,
0,8675  [0,82 ; 1,00), intervalle 10.
Les grappes à retirer sont les unités 2, 3, et 10 (2 fois).


10.5	Échantillonnage systématique
L’échantillonnage systématique est un mode d’échantillonnage très répandu. Il suppose, d’abord, un certain positionnement des unités les unes par rapport aux autres, un certain ordre prédéfini. Par exemple, les livres d'une bibliothèque rangés sur des tablettes ; les fiches médicales des patients d'une clinique disposées en ordre alphabétique ; les plants de tomates dans une rangée ; les spectateurs d’un film défilant à la sortie. Les unités peuvent donc être numérotées de 1 à N. L’échantillon systématique consiste alors à choisir les unités de la population en les prenant à des intervalles réguliers, ceci à partir d'un point de départ aléatoire.
Exemple 10.6
Vous voulez prélever un échantillon de patients dans une clinique médicale où les dossiers des patients sont rangés dans des tiroirs en ordre alphabétique. Votre population est de 1 000 patients et vous voulez tirer un échantillon de taille n = 20. Au lieu de tirer un échantillon aléatoire simple, vous pouvez décider de choisir systématiquement chaque 50e dossier dans les tiroirs. Le seul aspect aléatoire du tirage est le choix du premier élément tiré.

Un avantage de l’échantillonnage systématique est une certaine facilité d’exécution. Mais surtout, il semble intuitivement prometteur : il donne l’assurance que chaque partie de la population sera représentée. Cet avantage n'est pas évident dans le dernier exemple, mais son intérêt est clair s'il s'agit d'échantillonner des plants de tomates alignées en rangées : un échantillon aléatoire simple peut théoriquement ne contenir que des plants dans les parties les plus fertiles (ou les moins fertiles) du terrain. Un échantillon systématique comprendra forcément des unités des différentes parties du terrain. C'est l'un des attraits de la méthode.
Il ne faudrait pas, cependant, surévaluer cette qualité, présumée absente d'un échantillon aléatoire simple, alors que, en contrepartie, un échantillon systématique souffre d'un inconvénient majeur : il ne permet pas d’estimer l’écart-type de l’estimateur. Par conséquent, on ne peut pas estimer une marge d'erreur ou déterminer un intervalle de confiance.
Exemple 10.7
Vous voulez tirer un échantillon de l’auditoire d’une pièce de théâtre. Vous pouvez vous installer à la porte du théâtre et interroger, disons, chaque dixième spectateur à la sortie de la salle. Remarquez que vous n’avez pas besoin de connaître la taille de la population pour faire ce type d’échantillonnage, et c’est là un autre avantage de l’échantillonnage systématique.


Exemple 10.8
Vous voulez tirer 20 éprouvettes de terre dans une rangée de 800 mètres de long. Vous pouvez alors prendre un échantillon à chaque 40 mètres de la rangée.

Considérons les poids (en grammes) d’une population de 171 oranges cueillies dans un arbre. Les voici, dans l’ordre de la cueillette (à lire ligne par ligne) :
	350
	430
	260
	511
	492
	449
	344
	406
	352
	406
	294
	438
	368
	492
	302
	475

	458
	468
	432
	245
	341
	296
	510
	476
	459
	515
	363
	276
	468
	476
	430
	287

	438
	484
	477
	539
	399
	470
	275
	255
	422
	465
	416
	410
	467
	416
	459
	431

	377
	351
	494
	476
	410
	403
	423
	432
	469
	523
	476
	474
	439
	455
	474
	511

	426
	482
	461
	431
	303
	424
	509
	283
	479
	513
	507
	428
	451
	446
	482
	481

	476
	444
	525
	434
	509
	398
	446
	538
	413
	415
	294
	426
	426
	411
	475
	441

	526
	443
	440
	510
	431
	467
	435
	444
	439
	483
	463
	445
	463
	444
	437
	516

	441
	472
	430
	456
	387
	395
	406
	364
	434
	410
	303
	424
	448
	331
	393
	509

	447
	440
	439
	312
	331
	328
	453
	397
	543
	473
	384
	401
	420
	253
	246
	356

	400
	431
	352
	278
	404
	398
	361
	287
	426
	321
	337
	318
	436
	346
	280
	295

	444
	302
	281
	376
	376
	317
	266
	226
	319
	240
	267
	
	
	
	
	


On décide de tirer et peser chaque 20e orange. Voici comment on procède. On choisit un point de départ au hasard. Ce sera l'une des 20 premières oranges. On prendra alors chaque 20e unité après celle sélectionnée. Si le point de départ est, disons, la 2e orange, on prendra la 2e, la 22e, la 42e, … , la 162e (les nombres encadrés ci-dessus). Si le point de départ est la 18e orange, on prendra la 18e, la 38e, la 58e, … , la 158e. L'échantillon est donc entièrement déterminé pas le point de départ, qui est le seul aspect aléatoire de la procédure. Le nombre d'échantillons possibles est ainsi considérablement réduit. Il y en a vingt en tout. On peut les exhiber en alignant les données de la population en colonnes de 20 unités consécutives. Chaque ligne représente alors l'un des 20 échantillons possibles. Dans la tableau ci-dessous, on constate que les échantillons ne sont pas tous de même taille : si on tombe sur un numéro de 1 à 11, l’échantillon sera de taille 9 ; autrement il sera de taille 8.
Afin d’examiner les propriétés d’un tel échantillonnage, considérons les moyennes de ces échantillons (tableau 10.4). La dernière colonne donne les moyennes des 20 échantillons possibles. La moyenne de la population est 411,42.
Tableau 10.4 Échantillon systématique d'une population de taille N = 171
	Échantillon
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
Moyenne  de l’échantillon

	1
	350
	341
	422
	439
	476
	431
	434
	420
	444
	417,44

	2
	430
	296
	465
	455
	444
	467
	410
	253
	302
	391,33

	3
	260
	510
	416
	474
	525
	435
	303
	246
	281
	383,33

	4
	511
	476
	410
	511
	434
	444
	424
	356
	376
	438,00

	5
	492
	459
	467
	426
	509
	439
	448
	400
	376
	446,22

	6
	449
	515
	416
	482
	398
	483
	331
	431
	317
	424,67

	7
	344
	363
	459
	461
	446
	463
	393
	352
	266
	394,11

	8
	406
	276
	431
	431
	538
	445
	509
	278
	226
	393,33

	9
	352
	468
	377
	303
	413
	463
	447
	404
	319
	394,00

	10
	406
	476
	351
	424
	415
	444
	440
	398
	240
	399,33

	11
	294
	430
	494
	509
	294
	437
	439
	361
	267
	391,67

	12
	438
	287
	476
	283
	426
	516
	312
	287
	
	378,13

	13
	368
	438
	410
	479
	426
	441
	331
	426
	
	414,88

	14
	492
	484
	403
	513
	411
	472
	328
	321
	
	428,00

	15
	302
	477
	423
	507
	475
	430
	453
	337
	
	425,50

	16
	475
	539
	432
	428
	441
	456
	397
	318
	
	435,75

	17
	458
	399
	469
	451
	526
	387
	543
	436
	
	458,63

	18
	468
	470
	523
	446
	443
	395
	473
	346
	
	445,50

	19
	432
	275
	476
	482
	440
	406
	384
	280
	
	396,88

	20
	245
	255
	474
	481
	510
	364
	401
	295
	
	378,13

	Moyenne des moyennes
	411,74







Les 20 moyennes échantillonnales varient autour de cette valeur. Leur moyenne est = 411,74. La moyenne des , , n'est donc pas égale à , la moyenne de la population, ce qui fait que  n'est pas strictement sans biais, comme elle l’aurait été s’il s’agissait d’un échantillon aléatoire simple. Cet inconvénient mineur est dû au fait que les échantillons ne sont pas tous de même taille. Si N était un multiple de n, les échantillons auraient été tous de même taille et  serait sans biais. En général, le biais est faible et ne devrait pas causer d'inquiétude.



Calculons maintenant l’écart-type des . Nous obtenons  = 24,17. Cet écart-type est proche de l’écart-type de  dans un échantillon aléatoire simple, qui est de 24,32 pour un échantillon de taille 9 et de 25,88 pour un échantillon de
taille 8.





Donc dans cet exemple, les propriétés d’un échantillon systématique ont l’air comparables à celles d’un échantillon aléatoire simple. Mais qu’en est-il de l’échantillonnage systématique en général ? Règle générale, on peut utiliser la moyenne échantillonnale  pour estimer la moyenne de la population, tout comme avec un échantillon aléatoire simple. C’est un estimateur « presque » sans biais. C’est au niveau de la précision que l’échantillonnage systématique présente quelques difficultés. Non pas qu’il soit nécessairement imprécis. Il est possible qu’il soit aussi précis, et peut-être même plus précis, qu’un échantillon aléatoire simple. Mais le problème est que, dans une situation donnée, on ne pourra pas estimer la précision. Car il n’existe pas d’estimateur de l’écart-type  (nous avons pu le calculer ici parce que la population entière est connue). Le calcul  qui dans un échantillon aléatoire simple estime l’écart-type de, ne donne pas un estimateur valable ici. Donc lorsque pour des raisons pratiques nous effectuons un échantillonnage systématique, nous devons nous rappeler que nous ne pouvons pas évaluer la qualité de nos estimations.
Remarque
· 



Théoriquement, la différence la plus frappante entre l'échantillonnage aléatoire simple et l'échantillonnage systématique est dans le nombre d'échantillons possibles. C'est sur l'ensemble de tous les échantillons possibles que sont définies les notions importantes concernant les qualités d'un estimateur, telles la moyenne  et l'écart-type . Dans un échantillon aléatoire simple,  et l'écart-type sont la moyenne et l'écart-type de 278 110 855 548 955 échantillons (si n = 9) et de 15 355 814 110 065 échantillons 
(si n = 8). Dans l'exemple traité ici, le nombre d'échantillons possibles est 20. 
· Un échantillon systématique est essentiellement un échantillon par grappes. Dans le tableau 10.4, chaque ligne est une grappe. La procédure consiste à tirer au hasard l'une des 20 grappes. C'est donc un échantillon de taille 1, et c'est pour cela que nous ne pouvons par estimer la variance.

Discussion concernant l'estimation de la variance



Nous avons affirmé que l'estimateur de , soit  = , n'est pas valide dans un échantillon systématique. Il faut savoir que, pourtant, certains analystes et statisticiens l'utilisent quand même. Cette pratique peut-elle être défendue ? Toute justification devrait s'appuyer sur l'hypothèse que, malgré le mode de tirage, l'échantillon est essentiellement un échantillon aléatoire simple. Cet énoncé est-il crédible ? Oui, si l'ordre dans lequel les unités sont disposées est aléatoire. Commençons par une situation où il l'est, incontestablement. Si la statisticienne est en mesure de placer les unités dans l'ordre qu'elle veut, elle peut alors utiliser un mécanisme pour s'assurer que la disposition est vraiment aléatoire, pour ensuite tirer un échantillon systématique. Dans ce cas, l'échantillon est réellement un échantillon aléatoire simple. La procédure décrite n'est alors qu'une façon de procéder pour le réaliser. Une procédure en deux étapes, la première dispose les unités dans un ordre aléatoire, la deuxième sélectionne de façon systématique.
Mais ce n'est pas ce qui se passe en pratique. On ne manipule pas l'ordre dans lequel se trouvent les unités (ce qui est d'ailleurs impossible quand il s'agit de plants de tomates). Seule la deuxième étape est sous le contrôle de l'expérimentateur, la première ayant été effectuée par la nature. Reste à savoir si la nature a bien fait les choses. C'est probable s'il s'agit de spectateurs défilant à la sortie d'un théâtre, car ce que dit un répondant n'a probablement pas grand-chose à voir avec son ordre de sortie. Ce serait plus douteux si l'on parle de plants de tomates… On ne peut pas aller plus loin dans cette discussion, sauf pour dire que certaines approches modernes en échantillonnage, basées sur des modèles, pourraient éventuellement clarifier davantage cette problématique.
10.6	Résumé


1.	L’estimateur de la moyenne dans un échantillon stratifié est
 = , et son-écart-type




=  où  = (1-fh )  et fh = n h / Nh.

2.	L’écart-type de  est minimisé pour un échantillon de taille totale n lorsque les nh sont proportionnels aux WhSh.






3.	L’estimateur d’une proportion dans un échantillon stratifié est 
 =. Son écart-type est estimé par = où 
= .
4.	Échantillonnage par grappes.
Tirage avec probabilités égales, estimateur par la moyenne




	Les yi sont les totaux des grappes,  estime la moyenne par grappe, et l’écart-type de  est estimé par  = .
	Tirage avec probabilités égales, estimateur par le quotient

	L’estimateur de la moyenne par unité secondaire est , qui est tout simplement un estimateur par le quotient avec les Mi pour variable auxiliaire.



	On estime l’écart-type de  par  = , où les xi sont les Mi.
	Tirage avec remise et probabilités proportionnelles aux Mi.




	On calcule, pour chaque grappe de l’échantillon, la moyenne par unité secondaire . L’estimateur de la moyenne par unité secondaire est la moyenne de ces  :  = .
5.	La moyenne d’un échantillon systématique est un estimateur presque sans biais de la moyenne de la population. L’échantillonnage systématique est probablement très efficace la plupart du temps, mais il est impossible d’estimer l’écart-type de l’estimateur à partir d’un échantillon.


10.7	Exercices
10.1	Une population est formée de 3 strates de 610, 1 670 et 915 unités. On prélève un échantillon stratifié. On obtient les résultats suivants :
Échantillons
Strate 1 :  68  98  87  56  34  33  44  28.

 = 448 ; s1 = 26,21341.
Strate 2 :  2  3  4  2  3  4  3  2  6  5  3  4  2  5  6  2  3  5  4  2  3  8.

= 81 ; s2 = 1,615000.
Strate 3 :  687  675  237  99  123  456  231  324  543  654  345  234.

= 4608 ;  s3 = 213,5926.
a)	Estimer la moyenne de la population.
b)	Estimer le total de la population.
c)	Estimer l'écart-type de l'estimateur de la moyenne.
d)	Estimer l'écart-type de l'estimateur du total.
e)	Déterminer un intervalle de confiance à 95% pour la moyenne de la population.
f)	Déterminer un intervalle de confiance à 95% pour le total de la population.
g)	Utiliser les données de l'échantillon pour déterminer l'allocation optimale d'un échantillon de taille 42.

h)	Estimer ce qu'aurait été l'écart-type de  si l'allocation optimale avait été utilisée. 
10.2	Une population est formée de 5 strates comprenant 235, 432, 1 590, 2 300, et 4 321 unités. On estime que les écarts-types Sh sont 60, 36, 14, 12, et 10.
a)	Déterminer l'allocation optimale d'un échantillon de taille 180.

b)	Déterminer l’allocation proportionnelle pour un échantillon de taille 180 et comparer l'écart-type de pour l'allocation proportionnelle et l'allocation optimale.
10.3	Déterminer l'allocation optimale d'un échantillon de taille 100 d'une population dont les 3 strates contiennent 30, 300 et 2 000 unités et les écarts-types sont 150, 38 et 14.
10.4	Une population de 85 comptes est répartie selon le type de client. Les montants de ces comptes sont les suivants :
Strate 1 : Clients industriels
	50 212
	30 215
	12 564
	36 598
	36 598

	36 527
	96 532
	95 684
	69 854
	68 594



Strate 2 : Grossistes
	3 652
	6 598
	6 532
	5 656
	6 532

	6 563
	6 521
	6 532
	6 598
	6 532

	3 268
	8 854
	6 582
	8 457
	6 584

	9 658
	6 532
	9 564
	9 856
	6 598

	9 658
	6 532
	2 147
	3 345
	5 465


Strate 3 : Détaillants
	325
	695
	658
	423
	214
	659
	854
	632
	632
	654

	985
	658
	745
	698
	365
	256
	985
	654
	965
	965

	985
	658
	321
	123
	365
	965
	965
	856
	452
	325

	445
	323
	765
	139
	239
	432
	871
	347
	138
	325

	762
	769
	126
	247
	246
	235
	345
	345
	345
	298


Quelques calculs
	
	Σx
	Sx

	Strate 1
	533 378
	28 312,66

	Strate 2
	164 816
	2 031,519

	Strate 3
	26 779
	275,6567


a)	Quel est l'écart-type de l'estimateur de la moyenne basé sur un échantillon de taille n = 20, réparti de la façon suivante ?
	i) n1 = 6, n2 = 11, n3 = 3 ;	ii) n1 = 10, n2 = 8, n3 = 2 ;
	iii) n1 = 1, n2 = 4, n3 = 15.
b)	Déterminer la répartition proportionnelle d’un échantillon de taille 20 et déterminer l’écart-type de l’estimateur sous l’allocation proportionnelle.
c)	Déterminer la répartition optimale d’un échantillon de taille 20 et déterminer l’écart-type de l’estimateur sous l’allocation optimale.
10.5	Les étudiants d'une université sont répartis en 4 facultés ayant 1 230, 3 000, 2 500, et 8 000 étudiants respectivement. On prélève un échantillon de 25, 61, 51, et 163 étudiants dans les 4 strates pour estimer la proportion p d'étudiants qui ont déjà utilisé la coop. On trouve que les nombres d'étudiants qui l'ont déjà utilisée dans les 4 échantillons sont 20, 43, 46, et 81 respectivement.
a)	Estimer la proportion p d'étudiants dans la population qui ont déjà utilisé la coop ; ainsi que l'écart-type de l'estimateur.
b)	Déterminer un intervalle de confiance à 95 % pour p.
c)	Estimer le nombre Nc d'étudiants dans la population qui ont déjà utilisé la coop.
d)	Déterminer un intervalle de confiance à 95 % pour Nc.
e)	Utiliser l'estimation de p obtenue en a) pour estimer l'écart-type d'un estimateur basé sur un échantillon aléatoire simple de taille 300.
f)	Supposons qu’on a l’intention de tirer un nouvel échantillon stratifié, avec allocation optimale, afin d’estimer p avec une marge d’erreur de 4 points de pourcentage. Quelle devrait être la taille totale de l’échantillon, et comment devrait-on le répartir ?
10.6	D'une population formée de 578 ménages d'un quartier on tire avec remise un échantillon de 20 ménages avec probabilités proportionnelles au nombre de personnes dans le ménage. Le nombre total de personnes dans le quartier est connu : 2 350. Pour chaque ménage, on détermine le montant yi dépensé par semaine pour dîner et souper dans des restaurants. Le but de l'échantillonnage est d'estimer la valeur totale de y pour le quartier. Voici les données de l'échantillon (Mi = nombre de personnes dans la famille, yi = dépenses hebdomadaires).

	Mi
	yi
	Mi
	yi
	Mi
	yi

	4
	101,44
	5
	104,25
	4
	101,23

	4
	89,92
	2
	86,54
	5
	106,62

	5
	106,06
	4
	85,40
	5
	97,73

	4
	116,00
	4
	94,63
	3
	105,64

	5
	93,05
	3
	89,82
	4
	110,29

	4
	107,77
	4
	105,25
	4
	111,10

	4
	99,07
	4
	105,43
	
	


Quelques calculs : Σui = 516,8478 ; Σui2=13 979,97, ui = yi/Mi.
	Estimer la moyenne par sous-unité et déterminer l'écart-type de l'estimateur. 
10.7	D'une population formée de 6 980 propriétés d'une petite ville, on tire avec remise un échantillon de 30 propriétés avec probabilités proportionnelles à la superficie de la propriété. La superficie de chaque terrain du quartier est connue et la superficie totale est de 79 870 centaines de m2. Pour chaque propriété, on détermine le montant yi dépensé par année en engrais. Le but de l'échantillonnage est d'estimer la valeur totale  de y pour la ville. Voici les données de l'échantillon
(Mi = superficie du terrain en centaines de m2, y i = dépenses annuelles) :

	Mi
	yi
	Mi
	yi
	Mi
	yi

	7
	84,79
	8
	96,38
	7
	99,75

	11
	104,67
	10
	105,86
	12
	98,14

	9
	99,91
	15
	105,43
	12
	94,98

	9
	88,31
	12
	99,72
	11
	95,96

	12
	107,89
	14
	105,26
	9
	91,35

	10
	96,99
	14
	98,81
	13
	101,43

	13
	112,47
	16
	114,17
	14
	109,97

	8
	81,81
	17
	115,58
	9
	100,71

	12
	101,05
	11
	93,60
	12
	97,28

	8
	93,59
	9
	98,63
	8
	92,80


Quelques calculs : Σui = 281,9508 ; Σui2=2 750,321, ui = yi/Mi.
a)	Estimer les dépenses totales en engrais et déterminer un intervalle de confiance pour les dépenses moyennes par 100 m2.
b)	Déterminer un intervalle de confiance pour les dépenses moyenne en engrais par propriété.
10.8	D'une population de 99 987 comptes à recevoir, on tire avec remise un échantillon de 35 comptes avec probabilités proportionnelles à l'importance du compte. L'importance du compte est mesurée grossièrement par le nombre d'articles achetés, nombre connu pour chaque client. Le nombre total d'articles achetés est 8 765 432. Pour chaque compte, on détermine le montant dû, yi. Voici les données de l'échantillon (Mi = nombre d'articles achetés, yi = solde du compte) :
	Mi
	yi
	Mi
	yi
	Mi
	yi

	111
	107,92
	133
	109,33
	81
	103,76

	69
	96,95
	107
	103,61
	91
	111,13

	102
	101,74
	114
	110,39
	115
	118,85

	110
	95,19
	139
	115,20
	50
	77,06

	120
	108,74
	51
	84,17
	91
	103,22

	106
	111,06
	127
	109,17
	82
	94,18

	61
	84,94
	90
	85,26
	69
	97,53

	85
	89,99
	65
	101,83
	116
	113,10

	97
	103,80
	109
	105,73
	101
	95,79

	98
	99,59
	75
	96,68
	89
	96,53

	105
	106,15
	47
	78,77
	59
	97,18

	70
	100,13
	74
	97,86
	
	


a)	Estimer le solde total de tous les comptes, ainsi que l'écart-type de l'estimateur.
b)	Estimer le solde moyen par compte, ainsi que l'écart-type de l'estimateur.
10.9	Considérer la population suivante :
	Mi
	yi
	Mi
	yi
	Mi
	yi

	1 020
	1 032
	833
	995
	882
	994

	1 179
	1 022
	989
	924
	967
	975

	705
	795
	1 148
	1 138
	1 329
	1 031

	959
	951
	1 414
	1 141
	1 183
	1 058

	1 101
	1 027
	726
	871
	815
	975

	1 028
	993
	970
	936
	884
	1 012

	1 355
	116
	1 247
	1 063
	999
	959

	1 152
	980
	1 203
	1 105
	1 206
	1 080

	793
	954
	847
	958
	700
	868

	952
	1 028
	710
	936
	1366
	114

	860
	881
	896
	915
	918
	922

	315
	753
	1 260
	1 204
	658
	881

	1 041
	1 016
	1 346
	1 112
	859
	939

	464
	820
	1 184
	1 075
	990
	1 021

	820
	959
	1 269
	1 111
	1150
	1 119

	1 272
	1 052
	905
	894
	1 226
	1 081

	1 013
	1 048
	1 125
	1 103
	
	


[bookmark: _GoBack]Quelques calculs
	ΣMi
	Σyi
	Sm
	Sy
	Smy

	50 233
	47 937
	236,2011
	197,42
	5 542,0731


On tire un échantillon de taille n = 12 de la population afin d'estimer la moyenne des y par unité primaire.
a)	Calculer l'écart-type de l'estimateur basé sur la moyenne arithmétique des unités primaires, dans un échantillon tiré sans remise.
b)	Calculer l'écart-type de l'estimateur basé sur le quotient, dans un échantillon tiré sans remise.
c)	Calculer l'écart-type de l'estimateur basé sur un échantillonnage avec remise et probabilités proportionnelles aux Mi. 
d)	Afin de prélever un échantillon aléatoire avec remise et probabilités proportionnelles aux Mi, on génère 12 nombres au hasard, distribués uniformément sur [0 ; 1). Les voici :
	0,8179 
	0,9582 
	0,5374 
	0,2147 
	0,9122 
	0,0352 

	0,4716 
	0,3984 
	0,8281 
	0,5636 
	0,9054 
	0,5199.


Quelles sont les unités primaires qu'on doit prélever selon ces nombres aléatoires ? (Préservez l'ordre dans lequel les données sont présentées.)
10.10	Considérez la population suivante. Il s'agit d'une population de 28 factures pour lesquelles la variable y est le montant de la facture et x est le nombre d'articles achetés. Supposons qu'un vérificateur prélève un échantillon de taille 10 de cette population afin d'estimer la valeur totale  des factures. 

a)	Déterminer l’écart-type de l'estimateur N.
b)	Supposons que le vérificateur est en mesure de déterminer la valeur de x pour chaque facture de la population. Calculez approximativement l’écart-type i) de l'estimateur par la différence et ii) de l'estimateur par le quotient.
c)	Supposons qu'on prélève un échantillon stratifié selon la valeur de x (quatre strates, les factures appartenant à une même strate ayant même valeur de x). Déterminer l’écart-type de l'estimateur du total pour une allocation i) à peu près proportionnelle ; ii) optimale.
	Les données suivent :
	x
	y
	x
	y
	x
	y
	x
	y

	4
	40
	3
	47
	2
	34
	1
	14

	4
	45
	3
	52
	1
	36
	1
	14

	4
	56
	3
	53
	1
	38
	1
	16

	4
	68
	2
	18
	1
	10
	1
	16

	3
	27
	2
	24
	1
	11
	1
	17

	3
	35
	2
	28
	1
	13
	1
	20

	3
	42
	2
	32
	1
	14
	1
	22


	x = 57 ; y = 842 ; x2 = 151 ; y2 = 32 092 ; xy = 2 117

	Strate
	x = 4
	x = 3
	x = 2
	x = 1

	∑y
	209
	256
	136
	241

	∑y2
	11 385
	11 440
	3 864
	5 403

	s2
	154, 9167
	103, 4667
	41, 2
	77, 9359


10.11	Considérez la population des maisons présentée au tableau A.07, dont voici quelques données :
	
	C
	N
	O
	S

	Nh
	13
	33
	18
	38

	h
	386,46
	280,36
	328,00
	251,21

	Sh
	169,08
	155,65
	213,87
	237,04


	Supposons qu’une statisticienne s’apprête à prélever un échantillon de cette population afin d’estimer le prix moyen des maisons. Utilisez les données de la population elle-même pour comparer l’efficacité des procédures suivantes :


a)	Un échantillon aléatoire simple de taille 50 ;
b)	Un échantillon de taille 50 stratifié selon le secteur avec allocation proportionnelle ;
c)	Un échantillon de taille 50 stratifié selon le secteur avec allocation optimale ;
Résumez vos conclusions.
10.12	Un statisticien tire un échantillon aléatoire simple de 2 localités dans la population décrite au tableau A.07, dont voici quelques données (Mi est le nombre de maisons et yi est la valeur totale de toutes les maisons de la localité) :

	Localité
	Mi
	yi
	Localité
	Mi
	yi

	Ahuntsic
	11
	3 076
	Plateau
	5
	1 305

	Centre
	7
	2 403
	St-Henri-Sud-Ouest
	13
	2 345

	Côte-St-Luc
	10
	3 529
	St-Laurent
	14
	4 226

	Île-des-Sœurs
	10
	4 685
	St-Paul
	5
	416

	Lasalle
	3
	447
	Verdun
	5
	795

	Mont-Royal
	1
	349
	Vieux-Montréal
	6
	2 621

	Notre-Dame-de-Grâce
	5
	1 928
	Villeray
	4
	408

	Outremont
	3
	1 193
	
	
	



Il tombe sur Côte-St-Luc et Villeray.
a)	Estimer le prix moyen des maisons de la population en utilisant un estimateur par la moyenne et déterminer un intervalle de confiance.
b)	Estimer le prix moyen des maisons de la population en utilisant un estimateur par le quotient et déterminer un intervalle de confiance.
10.13	Un statisticien tire un échantillon aléatoire simple de 2 localités avec remise et probabilités proportionnelles aux tailles dans la population décrite au tableau A.07 (voir le numéro précédent). Il tombe sur St-Henri Sud-Ouest et Ahuntsic. Estimer par la moyenne et par le quotient le prix moyen des maisons de la population et déterminer un intervalle de confiance.
10.14	Considérez la population de professeurs présentée au tableau A.01. Supposons qu’on prélève avec remise un échantillon de deux départements, tiré avec probabilités proportionnelles aux tailles (nombre de professeurs) des départements, et qu’on tombe sur les départements de management et de ressources humaines. Estimez par la moyenne et par le quotient le salaire (sal012) moyen de la population et estimez l’écart-type de l’estimateur. Déterminez un intervalle de confiance pour la moyenne de la population. Voici un résumé des données de la population :


	
	Mi
	
 

	Études urbaines
	19
	74 555

	Finance
	14
	66 279

	Management
	43
	80 886

	Marketing
	18
	63 480

	Ressources humaines
	29
	89 192

	Sciences comptables
	39
	88 606

	Sciences économiques
	24
	81 685

	Stratégie
	14
	71 909


10.15	Supposons qu'on veuille estimer les recettes totales  d'une population de 30 magasins à partir d'un échantillon de taille 12.
	Magasin
	x
	y
	Magasin
	x
	y
	Magasin
	x
	y

	1
	908
	1 036
	11
	724
	845
	21
	625
	609

	2
	865
	1 037
	12
	721
	745
	22
	623
	830

	3
	865
	951
	13
	708
	907
	23
	623
	725

	4
	853
	963
	14
	705
	833
	24
	615
	624

	5
	849
	926
	15
	675
	897
	25
	593
	724

	6
	830
	787
	16
	670
	762
	26
	588
	683

	7
	820
	945
	17
	668
	740
	27
	588
	816

	8
	772
	865
	18
	664
	840
	28
	542
	732

	9
	765
	878
	19
	653
	694
	29
	495
	414

	10
	758
	792
	20
	628
	682
	30
	494
	602


	Pour stratifier la population, on utilise les recettes x de l'an dernier : 
la première strate comprend les 10 magasins ayant les plus fortes recettes ; la 2e strate comprend les 10 magasins ayant eu les plus fortes recettes parmi les 20 qui restent et la 3e strate comprend les 10 magasins ayant les plus faibles recettes. On détermine ensuite la répartition optimale basée sur les recettes de l'an dernier. Considérer la population ci-dessus, pour laquelle sont données non seulement les recettes xi de l'an dernier, mais aussi les recettes de cette année yi (normalement inconnues). 
	Quelques calculs :
	
	Σx
	Σy
	Sx
	Sy
	Sxy

	Population
	20 887
	23 884
	112,9518
	138,16
	13 029,49

	Strate 1
	8 285
	9 180
	49,74881
	87,83697
	3 354,111

	Strate 2
	6 816
	7 954
	31,54961
	80,62154
	1 400,778

	Strate 3
	5 786
	6 759
	50,87064
	121,34382
	3 577,622


	Déterminer une stratification à trois strates égales, selon la valeur
de x. Puis…
a)	Déterminer l'allocation optimale à partir de la variable x.

b)	Déterminer l'écart-type de  pour l'allocation déterminée en a).
c)	Quelle est la répartition optimale basée sur les y ? [Il est impossible en pratique de déterminer une stratification selon les yi, puisque ceux-ci sont inconnus. À défaut de connaître les yi, on tente d’utiliser une variable corrélée avec celles-ci].	

d)	Déterminer l'écart-type de  basé sur la répartition proportionnelle, avec une stratification basée sur x. Comparer
avec b).
e)	Déterminer l'écart-type d'un échantillon aléatoire simple de taille 12. Commenter la différence avec b) et d).
f)	Quelle est l’écart-type de l'estimateur par le quotient pour un échantillon aléatoire simple de taille 12 utilisant x comme variable auxiliaire ?


10.16	Les données du tableau 10.4 montrent que la moyenne  est un échantillon légèrement biaisé. Montrer qu'on obtient un estimateur sans biais si on multiplie  par (9)/171 si l'échantillon est de taille 9 et par (820)/171 si l'échantillon est de taille 8.
10.17	Le tableau A13 comprend des données démographiques sur les 180 municipalités du Québec. Supposons qu'on veuille estimer le nombre moyen  de naissances à partir d'un échantillon de taille 25.


a)	Vérifiez que l'écart-type de la moyenne échantillonnale  dans un échantillon aléatoire simple est  = 173,1242. (L'écart-type de la population est Sy = 932,821.) 

b)	On sait que quelques cas extrêmes dans une population font croître la variance et nuisent à la précision des estimations dans un échantillon aléatoire simple. Une façon d'atténuer cet effet consiste à traiter les données extrêmes séparément. Ici, par exemple, on pourrait exclure les quatre plus grandes villes (Laval, Longueuil, Québec et Montréal). Les 176 autres constituent alors une première strate de laquelle on tirera un échantillon de taille n1 = 21. La deuxième strate, constituée des quatre plus grandes villes, sera recensée au complet. Vérifier que l'écart-type de l'estimateur de la moyenne  dans ce cas est  = 30,27447 (l'écart-type de strate 1 est S1 = 151,1947).
c)	L'estimation par le quotient peut tout aussi bien pallier les difficultés causées par les données extrêmes, à condition qu'il existe une variable auxiliaire X fortement corrélée (positivement) avec Y. Considérer comme variable auxiliaire le nombre d'habitants en 2000, supposé connu pour la population.  Déterminer l'écart-type de l'estimateur de y par le quotient. Utiliser les données suivantes sur la population (le nombre d'habitants est exprimé en milliers) : [41,94372]
	n
	N
	y
	x
	Sy
	Sx
	Sxy

	25
	180
	224,8833
	32,48895
	932,821
	146,3162
	133 259,1







d)	On pourrait recourir aux deux approches simultanément : stratifier la population et utiliser un estimateur par le quotient dans chaque strate.  et  sont les moyennes estimées par le quotient des strates 1 et 2. L'estimateur de la moyenne est  = . Déterminer l'écart-type de .


	Quelques données
	
	nh
	Nh
	y
	x
	Sy
	Sx
	Sxy
	Rh

	Strate 1
	21
	176
	125,9773
	15,787
	151,1974
	26,7494
	3 533
	7,9798

	Strate 2
	4
	4
	4 576,75
	767,377
	4 975,9620
	706,5303
	3383961
	5,9642


e)	Un échantillon aléatoire simple de taille 21 tiré dans la strate 1 donne les valeurs suivantes :
	x
	y
	x
	y
	x
	y
	x
	y
	x
	y

	0,124
	0
	3,444
	54
	3,689
	30
	8,042
	50
	13,34
	136

	1,178
	6
	3,524
	28
	4,398
	63
	8,226
	94
	27,19
	397

	1,506
	38
	3,527
	36
	7,145
	82
	9,095
	72
	47,14
	458

	1,764
	13
	3,584
	42
	7,940
	53
	11,450
	110
	124,50
	330

	2,148
	19
	
	
	
	
	
	
	
	


	Quelques calculs :
	n
	N
	

	

	sy
	sx
	sxy
	


	21
	176
	100,5238
	13,9482
	129,2972
	27,4763
	2 549,92
	7,20692


	Voici les données de la strate 2
	y
	3 509
	1 512
	1 389
	11 897

	x
	350,817
	384,280
	512,397
	1 822,012


i)	Estimer la moyenne de la population, en utilisant une estimation par la moyenne dans chaque strate. 
ii)	Estimer la moyenne de la population, en utilisant une estimation par le quotient dans chaque strate. 
iii)	Estimer l'écart-type de l'estimateur calculé en i).
iv)	Estimer l'écart-type de l'estimateur calculé en ii).


10.18	Le tableau 10.4 présente une disposition particulière des données de la population. Les données auraient pu se présenter dans un ordre tout à fait différent. Cet exercice vise à montrer que l'ordre dans lequel les données se trouvent a un effet majeur sur la qualité de l'estimation. On annexe à la fin de ce chapitre, deux dispositions possibles des données d'une même population. Les questions suivantes vous invitent à évaluer, dans chaque cas, la qualité des estimateurs , s2 et  . Voici les données nécessaires pour y répondre :
	
	Moyenne 

des 
	Moyenne des variances s2
	Moyenne 

des 

	Disposition 1
	411,556
	6 212
	26,122

	Disposition 2
	414,647
	38,017
	1,652



a)	Quel est le biais relatif de  ?
b)	Quel est le biais de s2 ?

c)	L'estimation de  donne-t-elle une impression à peu près juste, trop pessimiste, ou trop optimiste de la précision de notre estimation ?


Annexe : Les trois dispositions évoquées au problème 10.18



Pour chacune des dispositions suivantes, on construit un tableau semblable au tableau 10.4 en inscrivant la suite de nombres colonne par colonne, de sorte que chaque ligne constitue l'un des échantillons possibles. Pour chaque échantillon, nous avons calculé la moyenne , l'écart-type s, et l'estimation 
 =  où n = 9 pour les 11 premiers échantillons et n = 8 pour les
9 autres. Les moyennes de ces quantités sont présentées dans le texte du problème 10.18.

Disposition 1
226,240,245,246,253,255,260,266,267,275,276,278,280,281,283,287,287,294,294,295,296,302,302,303,
303,312,317,318,319,321,328,331,331,337,341,344,346,350,351,352,352,356,361,363,364,368,376,376,
377,384,387,393,395,397,398,398,399,400,401,403,404,406,406,406,410,410,410,411,413,415,416,416,
420,422,423,424,424,426,426,426,426,428,430,430,430,431,431,431,431,432,432,434,434,435,436,437,
438,438,439,439,439,440,440,441,441,443,444,444,444,444,445,446,446,447,448,449,451,453,455,456,
458,459,459,461,463,463,465,467,467,468,468,469,470,472,473,474,474,475,475,476,476,476,476,476,
477,479,481,482,482,483,484,492,492,494,507,509,509,509,510,510,511,511,513,515,516,523,525,526,
538,539,543

Disposition 2
226,275,294,318,346,368,398,406,420,428,432,439,444,449,461,469,476,482,509,515,240,276,295,319,
350,376,398,410,422,430,434,439,444,451,463,470,476,482,509,516,245,278,296,321,351,376,399,410,
423,430,434,440,444,453,463,472,476,483,509,523,246,280,302,328,352,377,400,410,424,430,435,440,
445,455,465,473,476,484,510,525,253,281,302,331,352,384,401,411,424,431,436,441,446,456,467,474,
476,492,510,526,255,283,303,331,356,387,403,413,426,431,437,441,446,458,467,474,477,492,511,538,
260,287,303,337,361,393,404,415,426,431,438,443,447,459,468,475,479,494,511,539,266,287,312,341,
363,395,406,416,426,431,438,444,448,459,468,475,481,507,513,543,267,294,317,344,364,397,406,416,
426,432,439
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