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Tests sur une moyenne 

6.1 [Statistics in the real world, Richard J. Larsen et Donna Fox Stroup, MacMillan, 1976, p.59] On a souvent affirmé que 

la lune a un effet sur la santé mentale de certaines personnes (ce qui explique le terme « lunatique »). Des études récentes 

ont tenté d’établir un lien entre les phases de la lune et le taux de suicides, la pyromanie, et même l’épilepsie. Une étude 

plus modeste a été faite dans une clinique psychiatrique en Virginie. On a noté le nombre d’admissions par jour durant 

la pleine lune pendant 12 mois consécutifs — du mois d’août 1971 au mois de juillet 1972. Voici les nombres de patients 

admis : 

Mois 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

Nombre d’admissions 5 13 14 12 6 9 13 16 25 13 14 20 

 On sait que durant le reste de l’année, le nombre d’admissions moyen est de 11,3 par jour. Testez l’hypothèse que la 

lune n’a pas d’effet sur la santé mentale contre l’alternative selon laquelle la pleine lune provoque la maladie mentale.  
On teste l’hypothèse que le nombre moyen d’admissions en période de pleine lune est  = 11,3. Pour alternative on prendra H1 : μ ≠ 

11,3. On trouve X =13,33, S = 5,499, et T = 1,28. La probabilité critique est P(|T|  1,28 | Ho) = 0,227 (si on utilise la loi de Student, 

comme on le devrait) ; ou 0,200, si on utilise la loi normale (comme approximation). Donc on ne peut pas rejeter Ho. Impossible 

donc de conclure que la pleine lune fait augmenter le nombre d’admissions. 

6.2 [Statistics in the real world, Richard J. Larsen et Donna Fox Stroup, MacMillan, 1976, p.44] Les Grecs employaient souvent dans 

leur architectures des « rectangles d’or ». Ce sont des rectangles de dimensions a et b (a < b) telles que a/b  b/(a + b). 

Dans un rectangle d’or le rapport a/b vaut environ 0,618. Ce nombre a servi d’étalon esthétique non seulement dans l’art 

de la Grèce antique mais dans tout l’art occidental. Un anthropologue s’est demandé si l’art d’autres peuples non touchés 

par la civilisation grecque était aussi conforme à cet étalon. Il prélève un échantillon de 20 rectangles trouvés dans des 

œuvres artisanales des indiens Shoshones. Il calcule le rapport de la largeur sur la longueur pour chacun de ces rectangles. 

Voici les résultats, multipliés par 100. 

69,3 ;  66,2 ;  69,0 ;  57,0 ;  74,9 ;  67,2 ;  62,8 ;  60,9 ;  84,4 ;  60,6 

65,4 ;  61,5 ;  66,8 ;  57,6 ;  67,0 ;  60,6 ;  61,1 ;  55,3 ;  93,3 ;  60,1 

 Tester l’hypothèse qu’en moyenne le rapport de la largeur sur la longueur des rectangles trouvés dans l’artisanat des 

indiens Shoshones est conforme à l’idéal grec. 

On teste l’hypothèse que les quotients observés proviennent d’une population de moyenne 61,8. On trouve X  = 66,05, S = 9,25 et 

T = 2,05, P(|T|  2,05 | Ho) = 0,0539 (= 0,0399 si on utilise l’approximation normale). Un peu juste. Si on se fixe un seuil de 5 %, on 

ne peut pas rejeter l’hypothèse: on ne peut pas conclure que la moyenne de la population est différente de 61,8 (ce qui n’est pas la 

même chose qu’affirmer que le quotient est en moyenne égal au nombre d’or). 

Test sur la différence de deux moyennes 

6.3 On tire un échantillon de 46 cadres employés d’une très grande compagnie.  Voici leurs salaires, classés selon le sexe : 

Sexe Nombre de cadres Salaire moyen Écart-type des salaires 

Femmes 22 37 002 $ 10 413 

Hommes 24 45 880 $ 11 093 

 Accusée de discrimination à cause de la différence entre les moyennes des hommes et celles des femmes, la présidente 

de la compagnie demande à son analyste du service des ressources humaines de lui dire si la différence est statisti-

quement significative.  

a) Énoncez l’hypothèse nulle dans le langage de l’analyste (c’est-à-dire, en termes de discrimination) 
Ho: Il n'y a pas de discrimination; les salaires des femmes et des hommes sont en moyenne égaux.   

b) Définissez le modèle (quelles sont les variables que vous observez? quelle loi suivent-elles?) et énoncez Ho en 

termes du modèle.  
Les observations X1, …, X22 sont les salaires observés des femmes de l'échantillon et Y1, …, Y24 les salaires observés des 

hommes.  On suppose que les Xi et les Yj sont indépendantes,  Xi ~ N(μ1 ; σ2), Yi ~ N(μ2 ; σ2).   L'hypothèse à tester est Ho: μ1 = 

μ2. 

c) Effectuez votre test et exprimez clairement votre conclusion dans le langage de l’analyste.  Faites un test bilatéral 

et posez  = 5 %. 
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Le point critique à 5 % est t0,025;44 = 2,015.  Donc on rejette Ho à 5 %.  La valeur p est vp = 0,00773, ce qui veut dire qu'on 

aurait rejeté Ho même si on avait choisi un niveau de 0,773 %. 

Si on n'avait pas supposé l'égalité des variances, on aurait estimé l'écart-type 
Y X

  par
2 2

1 2

1 2

ˆ 3180,03
Y X

S S

n n
    , ce qui 

aurait donné la valeur Z =2,80 qu'on aurait comparée au point critique z0,025 = 1,96.  La conclusion aurait été la même, mais la 

valeur p aurait été estimée à 0,005. 

 

Remarque  Nous avons défini μ1 et μ2 comme les moyennes des salaires des femmes et des hommes qui se trouvent dans la 

compagnie au moment précis où l'échantillon a été tiré.  En fait, ce n'est pas tout à fait cela.  Si c'était le cas, Ho serait presque 

certainement fausse : les deux moyennes ne pourraient être vraiment égales que par une extraordinaire coïncidence.  Le sens de 

ces moyennes est plus abstrait. Il existe une procédure d'attribution des salaires des cadres, une procédure qui résulte à un 

salaire moyen à long terme pour les femmes et pour les hommes.  Ces moyennes caractérisent les propriétés des procédures, 

des propriétés qui ne se manifestent pas nécessairement en un instant particulier. Ce sont sur ces moyennes que porte le test. 

6.4 Pour comparer deux marques de peinture, on emploie 8 bidons de la marque A et 12 de la marque B et on note la 

superficie qu'ils peuvent couvrir. Les 8 bidons de la marque A ont couvert 47,6 m2 en moyenne avec un écart-type de 

2,9 m2 ;  les 4 bidons de la marque B ont couvert en moyenne 45,7 m2 avec un écart-type de 2,41 m2. Tester à 5% 

l'hypothèse nulle 1  2 contre l'alternative 1  2  0.  

1 2
X X  = 1,9; ̂  = 6,790556; 

1 2

ˆ
X X

 = 3,099; Z = 0,613; Point critique à 5 %: 1,73.  On ne peut pas rejeter Ho.  La vp = 0,274, 

étant supérieure à 0,05, on ne peut pas rejeter Ho à 5 %. 

6.5 Pour déterminer si les habitants de deux îles du Pacifique sont de même race, un anthropologue détermine les indices 

céphaliques de 6 adultes de sexe masculin de chacune des îles. Il obtient les résultats suivants : 

1X   77,4, 2X   72,2 

S1  3,3,  S2  2,1 

Tester à 1% l'hypothèse qu'il n'y a pas de différence réelle entre les deux séries. (Supposez que les populations sont 

normales et qu'elles ont la même variance). 
On trouve ̂ = 2,766 (l’estimation de l’écart-type supposé commun) et t = 3,26. Le point critique est 3,17 ( = 0,01,  = 10). Donc 

on rejette Ho. La valeur p est vp = 0,009 (exacte); 0,0006 (approximation normale). 

6.6 Si 8 fusées à courte portée ont une erreur moyenne par rapport à la cible de 1X   29,87 m avec un écart-type de S1  

2,43 m et si 10 fusées d'une autre sorte ont une erreur moyenne de 2X  23,16 m avec un écart-type de S2  4,57 m, 

tester à 5% l'hypothèse nulle 1  2  5 contre l'alternative 1  2 > 5. Supposons que les populations sont normales 

et que leurs variances sont égales. 
On trouve ̂  = 3,786 (l’estimation de l’écart-type supposé commun) et T = 0,95, ce qui n’est pas significatif, P(T  0,95 | Ho) = 

0,178. 

L’hypothèse d’un écart-type commun étant plutôt suspecte, nous recalculons la statistique avec deux estimations séparées, ce qui 

donne Z  = 1,02, même conclusion. 

6.7 Une enquête menée en 1950 et à nouveau en 1975 a montré qu'en 1950 la taille moyenne de 400 garçons de 10 ans était 

135,13 cm avec un écart-type de 6,1 cm (c.-à-d. X  135,13 et S1  6,1), alors qu'en 1975 la taille moyenne de 500 

garçons de 10 ans était de 136,1 cm avec un écart-type de 6,4 cm (c.-à-d. Y   136,1et S2  6,4). Tester à 5% l'hypothèse 

nulle que la population visée a connu un accroissement de taille de 1 cm (ou plus) contre l'alternative que l'accroissement 

a été inférieur à1 cm.  
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La statistique t, si on ne combine pas les estimateurs des variances, est T = 
 


2 2
1 2

1 2

1Y X

s s
n n

= -0,07, P(Z ≤ -0,07 | Ho) = 0,471, très loin 

d’être significatif. Même conclusion si on décide de combiner les estimateurs des variances, la statistique t est T = 
 

 
1 2

1

1 1
ˆ

Y X

n n

= -0,0713, ̂  étant l’estimation de l’écart-type supposé commun aux deux populations, soit ̂ = 

2 2

1 1 2 2

1 2

1 1

2

n s n s

n n

  

 

( ) ( )
= 6,2684.  

6.8 Les données suivantes représentent les poids « avant et après » de 10 individus de même sexe qui ont suivi un régime 

d’amaigrissement de 5 semaines :  

Individus 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Avant 148 179 125 149 147 151 145 169 138 120 

Après 144 162 126 131 132 146 145 152 127 118 

 Testez à 5% l’hypothèse que le régime n’a pas d’effet contre l’hypothèse qu’il fait réduire le poids. 
On calcule la perte de poids pour chaque individu et on teste l’hypothèse Ho que la perte moyenne est  = 0 contre H1 : μ > 0.  On 

trouve X  = 8,8,  S = 7,60. On trouve T = 3,66. P(T  3,66 | Ho) = 0,0026 (si on calcule correctement à l’aide de la loi de Student) 

ou 0,0001 (si on approche la loi de Student par la loi normale.)  On peut certainement rejeter l’hypothèse que la perte moyenne est 

nulle.  

6.9 [Statistics in the real world, Richard J. Larsen et Donna Fox Stroup, MacMillan, 1976, p.160] Le glaucome est une 

maladie caractérisée par une forte pression intraoculaire.  Une expérience est menée pour savoir s'il y a un lien entre 

l'épaisseur de la cornée et la mesure de la pression intraoculaire (car il y a crainte qu'une cornée fine donne une lecture 

anormalement faible de la pression). Les participants à cette expérience souffraient du glaucome à un œil seulement, ce 

qui permettait de comparer l’œil glaucomateux à l’œil normal. Voici donc les épaisseurs des cornées des 8 patients 

Patient 1 2 3 4 5 6 7 8 

Œil normal 488 478 480 426 440 410 458 460 

Œil glaucomateux 484 478 492 444 436 398 464 476 

 Peut-on conclure, à 5 %, que l'épaisseur mesurée de l'œil glaucomateux est différente de celle de l'œil normal ? 
On calcule les différences d’épaisseur entre l’œil glaucomateux et l’œil normal et on teste l’hypothèse que la différence moyenne 

est nulle. On fera un test bilatéral, c’est-à-dire que l’alternative est que la différence moyenne est différente de 0. On obtient X  = 4, 

S = 10,744, et T =1,05. P(|T|  1,05 | Ho) = 0,327 (= 0,292 selon la normale). Donc on ne peut pas conclure avec confiance que la 

mesure de l'épaisseur de la cornée de l’œil glaucomateux diffère de celle de l’œil normal. 

Test sur une variance 

6.10  Au numéro 6.1, tester l'hypothèse Ho : σ = 8,6 contre  a) σ < 8,6; b)  σ ≠ 8,6 

a)  S = 5,499311, Q  = 
2

2

1( )

o

n S


 = 4,498. Point critique à 5% :  4,57.  Donc on rejette Ho (vp = 0,047). 

b)   Les points critiques sont 3,816 et 21,920. On ne rejette pas Ho, puisque Q n'est ni inférieur à 3,816 ni supérieur à 21,920. 

6.11  Au numéro 6.2, tester l'hypothèse Ho : σ = 7,2 contre a) σ >7,2 ; b)  σ ≠ 7,2. 
S = 9,251088; Q = 31,37.   

a) Le point critique à 5 %  est 30,14.Donc on peut rejeter Ho à 5 %.  La valeur p vp = 0,0368 étant inférieure à  0,05, on rejette 

Ho. 

b) Les points critiques sont 8,91 et 32,85.  La valeur p vp = 0,0368 étant supérieure à 0,025, on ne peut pas rejeter Ho à 5 %. 

Test sur le rapport de deux variances 

6.12  Au numéro 6.4, tester à 5 % l'hypothèse Ho : σ1 = σ2  contre  a) σ1 > σ2 ; b)  σ1 ≠σ2 

a) S1  = 9;  S2 = 2,4; F = 3,504167; 
8 112 1

3 504167
;

P( , )F
 

  =  0,0313946 < 0,05.   

Donc on rejette Ho dans un test unilatéral à 5 %. 

b) 
8 112 1

3 504167
;

P( , )F
 

  = 0,0313946 > 0,025.  Donc on ne peut pas rejeter rejette Ho dans un test bilatéral à 5 %. 
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6.13  Au numéro 6.5, tester l'hypothèse Ho : σ1 = σ2  contre  a) σ1 > σ2 ; b)  σ1 ≠ σ2. 

La statistique de test est F = 

2

1

2

2

S

S
 = 2,469.  Sous Ho,  F suit une loi F(6 ; 6).  On calcule p = P(F  2,46) = 0,148.  Pour un test de 

niveau σ = 0,05, il aurait fallu que p < 0,05 si H1 : σ1 > σ2; et que p < 0,025 si H1 : σ1 ≠ σ2.  On ne rejette Ho dans aucun des deux 

cas. 

Fonction de puissance 

6.14 On considère trois tests différents de l’hypothèse Ho :  = 2, tous les trois de niveau  = 0,1.  Voici deux valeurs de la 

fonction de puissance φ pour chaque test : 

  Test 1: φ(1) = 0,820 ; φ(3) = 0,002 

  Test 2: φ(1) = 0,001 ; φ(3) = 0,654 

  Test 3: φ(1) = 0,458 ; φ(3) = 0,521 

 Pour chacune des alternatives suivantes, dites lequel des 3 tests vous choisiriez : 

   Alternative H1:  > 2  Alternative H1 :  < 2  Alternative H1:   2   
Pour H1 nous voulons que la puissance soit élevée à droite; donc on choisira le test 2. 

Pour H2 nous voulons que la puissance soit élevée à gauche; donc on choisira le test 1 

Pour H1 nous voulons pouvoir rejeter Ho si  à 2 ou si  < 2.  Le test 3 est un compromis acceptable.  La probabilité de rejeter Ho se 

trouve affaiblie : il faudrait que  soit assez éloignée de 2 pour avoir de bonnes chances de rejeter Ho. 

6.15 Pour tester l’hypothèse Ho:  ≤ 180 contre H1 :  > 180, où  est la moyenne d’une population normale d’écart-type  

 24, on prélève un échantillon de taille n  64 et on décide de rejeter Ho si X   > 186. 

a)   Quelle est la probabilité de rejeter Ho  si   175 ? 

On rejette Ho si 186X  et P(Rejeter Ho si  = 175) = P( 186X   |  = 175) = 0,0001228664. 

b)   On ne peut pas calculer la probabilité exacte d’une erreur de première espèce. Mais quelle est la 

probabilité maximale d’une erreur de première espèce ? 

La probabilité d’une erreur de première espèce est la probabilité de rejeter Ho lorsque Ho est vraie, donc 

P( 186 | 180)X    = 
186

P 180
24 / 64 24 / 64

X    
    

 
 = 

186
P 180

24 / 64
Z
 

   
 

=1 - 
186

24 / 64

 
 
 

. 

Cette fonction est croissante en . Donc dans l’intervalle (- ; 180] elle atteint son maximum à 180. 

c)   Quelle est la probabilité maximale d’une erreur de seconde espèce ? 

La probabilité d’une erreur de seconde espèce est la probabilité d’accepter Ho lorsque Ho est fausse, donc 

P( 186 | 180)X     = 
186

P 180
24 / 64 24 / 64

X  
    

 
 = 

186
P 180

24 / 64
Z
 

   
 

=
186

24 / 64

 
 
 

. Cette 

fonction étant décroissante en , 
186 180

24 / 64

 
 
 

 > 
186

24 / 64

 
 
 

pour tout μ > 180. 

6.16 Supposons que la durée (en milliers d’heures) des pièces électroniques d’un certain type est de loi exponentielle de 

moyenne β.  Pour tester l’hypothèse Ho : β = 10, on tire une pièce et on observe sa durée X.  Considérez les deux tests 

suivants : 

TEST 1 : on rejette Ho si X < 0,5 

TEST 2 : on rejette Ho si X < 0,2 

 Le but de ce problème est d’étudier les avantages et désavantages relatifs de ces deux tests. 

a) Déterminer la probabilité de rejeter Ho si Ho est vraie (i) lorsqu’on utilise le test 1, et (ii) lorsqu’on utilise le test 2.  

Lequel des deux tests paraît meilleur selon ce critère ? 
La région critique de la forme X < C est de taille P(X < C | β = 10) = 1 - e-C/β. 

b) Vérifier les probabilités présentées dans le tableau suivant : 
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 Probabilité de rejeter Ho 

Valeur de β Test 1 Test 2 

10 0,049 0,020 

9 0,0540 0,0220 

5 0,0952 0,0392 

0,5 0,6321 0,3297 

0,1 0,9933 0,8647 

0,05 0,99995 0,9817 

 Lequel des deux tests semble meilleur à la lumière de ces calculs ? 
Si β = 10, Ho est vraie, et on souhaite donc que la probabilité de la rejeter soit faible.  Selon ce critère, le test 2 est meilleur.  

Par contre, si β > 0, Ho est fausse et on souhaite que la probabilité de rejet soit élevée. Le test 1 a alors l'avantage.   

c) Supposons qu’on décide qu’on rejettera Ho si X < C.  Quelle doit être la valeur de C pour que la probabilité de 

rejeter Ho à tort soit de 5 % ? 
10 1010 0 05 1 0 05 0 95 10 0 95 0 5129C CP X C e e C             / /( | ) , , , log( , ) ,   

6.17 La teneur en nicotine de deux marques de cigarettes a un écart-type de 1  1,2 mg pour la première marque et 2  1,4 

mg pour la deuxième. Soit μd = 1  2.  Pour tester l'hypothèse que d   2, on a prélevé un échantillon de chacune des 

deux marques. Le premier échantillon, de taille 50, avait en moyenne 26,6 mg ( )X ;  le deuxième, de taille 40, avait en 

moyenne 23,8 mg ( )Y . 

a)   Tester à 5% l'hypothèse Ho : d   2 contre H1 : d  ≠ 2.  

On calcule la statistique Z =
 

 


2 2
1 2

1 2

2X Y

n n

 = 2,868. P(|Z|  2,868 | Ho) = 0,004 (calculée avec la loi normale, puisque ce sont les 

vraies valeurs des variances qui sont utilisées.)  Donc on rejette Ho et on peut conclure avec confiance que la différence est 

supérieure à 2. 

b)   Tester à 5% l'hypothèse Ho : d  2 contre H1 : d  > 2.  

P(Z  2,868 | Ho) = 0,002064471. 

c)  Calculer la puissance au point d  2,5 pour le test en a) et le test en b).  

La puissance au point m est 
2

P 1,96
X Y

d

X Y




  

 
 
 

 =
2 2

P 1,96 P 1,96

X Y

d d

X Y

X Y X Y

 

   
   

 


   
   
   

= 

 P 2 1,96
X Y d

X Y


     =  P 2 1,96
X Y d

X Y


     =

2 1,96 2 1,96
P P

X Y X Y

X Y X Y X Y X

d d d d

d d

Y

X Y X Y
 

   

         
  

   

   
 

   
   
   

=
2

P 1,96
d

X Y
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2
P 1,96

d

X Y
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 pour le test a) ;  et 
2

P 1, 645
d

X Y

X Y



 





 
 
 

 = 
2

P 1, 645
d

X Y

Z




 



 
 
 

pour le test b). Évaluées 

au point d  = 2,5, ces probabilités sont 0,4336 et 0,5587.  

La ligne bleue ci-dessous donne la fonction de puissance du test bilatéral a) ; la ligne rouge donne la fonction de 

puissance du test unilatéral b). [Dans l'axe horizontal, d est désigné par m]. 
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6.18 Supposons qu'on observe les durées de vie (en milliers d'heures) X1 et X2 de deux appareils électroniques.  On suppose 

que les durées de vie sont de loi exponentielle de paramètre β. Considérer deux tests de niveau α = 0,05 de l'hypothèse 

Ho: β = 1 contre β < 1: 

 Test 1: On rejette Ho si au moins l'une de valeurs X1 et X2 est inférieure à C1; 

  Test 2: On rejette Ho si les deux valeurs X1 et X2 sont inférieures à C2. 

a) Montrer que C1 = (-1/2) ln (1-α) 
P(X1 < C1 ou X2 < C1) = 1 - P(X1  C1 et X2  C1) = 1 – [P(X1  C1)]2. 

Alors P(X1 < C1 ou X2 < C1) = α 1 – [P(X1  C1)]2 = α [P(X1  C1)] = 1 α . 

Sous Ho, [P(X1  C1)] = 1C
e


et donc C1 satisfait 1 1 α
C

e


   
1

ln 1 αC      

b) Montrer que C2 = ln(1 )    

P(X1 < C2 et  X2 < C2) = P(X1 < C2]2 . 

Alors P(X1 < C2]2  = α P(X1 < C2] = α. 

Sous Ho, P(X1 < C2]  = 2C
e


et donc C2 satisfait 2 α
C

e


  
2

ln(1 α)C      

c) Déterminer les puissances φ1 et φ2 des deux tests;  évaluer φ1(β) et φ2(β) pour quelques valeurs de β < 1 et constater 

que le Test 2 est plus puissant en ces points (on peut en fait démontrer qu'il est plus puissant partout). 

φ1(β) =  1 – [P(X1  C1 | β)]2 =  1 – [P(X1  C1)]2 = 1
22/β ln 1 α /β 2ln 1 α /β1 1 1

C
e e e
             

= 
ln(1 α)/β 1/β1 1 (1 α)e      . 

φ2(β) =  [P(X1 < C2 | β)]2 = 2
22 2/β ln(1 α )/β 1/β1 1 1 (1 α)

C
e e
              . 

Voici quelques valeurs de ces fonctions de puissance: 

β 0,4000 0,5000 0,6000 0,7000 0,8000 1,00 

φ1(β) 0,1204 0,0975 0,0819 0,0707 0,0621 0,05 

φ2(β) 0,2198 0,1578 0,1184 0,0921 0,0736 0,05 

6.19 On sait que la teneur en protéines d'une douzaine d'œufs gros format est de 72 grammes, en moyenne, avec un écart-

type de  = 15.  Il semblerait que la teneur en protéines des œufs pourrait être accrue lorsque la volaille est soumise à 

un régime alimentaire enrichi d'un supplément de vitamines. Afin de confirmer cette hypothèse, un chercheur se 

propose de soumettre n poules au régime enrichi pour voir si la teneur en protéines est significativement supérieure à 

72. On estime que l'accroissement, si accroissement il y a, est relativement modeste.  La question est  de savoir si 

l'expérience vaut la peine d'être faite.   

a) Supposons que n = 9.  Déterminer une région critique de taille α = 0,05 de la forme X C pour tester l'hypothèse 

Ho: μ = 72 contre H1: μ > 72. 
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On rejette Ho si 
72

15 / 9

X 
> 1,644854, ou encore X  > 80,22427, où C satisfait 

72 72 72
P( | μ 72) P 0,05 1,644854 80,22427

15 / 9 15 / 9 15 / 9

X C C
X C C

   
         

 
  

b) H1 est l'hypothèse que le régime a un effet, c'est-à-dire que μ = 72 + δ (δ > 0); δ est une mesure de l'importance de 

l'effet.  Quelle est la probabilité de rejeter Ho si δ = 2 ? 

P( 80,22427 | δ 2)X   = 
(72 2) (72 2) (72 2) 80,22427 (72 2)

P P
15 / 9 15 / 9 15 / 9 15 / 9

X C X          
     

   
= 0,10660. 

 

c) La probabilité calculée en b) s'exprime comme la probabilité de détecter l'effet du régime—le but de l'expérience.  

La valeur obtenue en b) est faible, ce qui signifie qu'un effet de l'ordre de 2 g ne peut pas facilement être détecté 

avec un échantillon de taille 9.   L'expérience a de fortes chances de se solder en un échec: le régime est efficace, 

mais la démonstration n'en est pas faite. Quelle est l'importance de l'effet δ qui peut être détecté avec une 

probabilité de 60 %? 

δ doit être tel que 
(μ δ) (μ δ) (μ δ)

P( | δ) 0,6 P 0,6 0,2533471
15 / 9 15 / 9 15 / 9

X C C
X C

      
        

 
 


80,22427 72 δ

0,2533471
15 / 9

 
    δ = 9,09. 

d) Quelle devrait être la taille n de l'échantillon pour que la probabilité de détecter un effet de 2 g soit d'au moins 

60 %? Formellement, on vous demande de calculer la puissance du test lorsque l'effet du régime est δ = 2.  
Les conditions suivantes sur C et n doivent être satisfaites: 

P( | μ 72) 0,05X C   et P( | μ 72 δ) 0,6X C    .   

La première condition entraîne 

P( | μ 72) 0,05X C   
1

72 72 72
P 0,05

15 / 15 / 15 /

X C C
z

n n n

   
    

 
, où z1 = 1,644854

La deuxième condition entraîne  

2

72 δ 72 δ 72 δ
P( | μ 72 δ) 0,60 P 0,6

15 / 15 / 15 /

X C C
X C z

n n n

      
         

 
, où z2 = -0,2533471. 

Nous devons donc résoudre les deux équations suivantes pour C et n: 

1

72

15 /

C
z

n


  et 

2

72 δ

15 /

C
z

n

 
 .  Le terme de gauche de la deuxième équation peut s'écrire comme

1

72 δ δ

15 / 15 / 15 /

C
z

n n n


   .  

On a donc 
1

δ

15 /
z

n
 = z2

2

1 2 1 2
1 2

15( ) 15( )δ
( )

15 δ δ

z z z zn
z z n n

  
       

 


Les solutions sont n = 

2 2

1 2 1 2
15( ) 15( )

δ 2

z z z z    
   

   
 = 203 et C = 1

15
72

z

n
  = 72,12154. 

e) Le tableau suivant donne la taille de l'échantillon nécessaire pour assurer une puissance donnée aux points δ = 1, 

1,5 et 2.  

  Effet δ 

  1 1,5 2 

Puissance 

souhaitée 

0,6 811 360 203 

0,8 1391 618 348 

0,9 1927 856 482 

i) Vérifier les effectifs présentés dans le corps du tableau. 

Les calculs ici reproduisent ceux effectués en d): n =

2

1 2
15( )

δ

z z 
 
 

, où z1 = Φ-1(0,95) et z2 =  Φ-1(1 - p). 

ii) Expliquer en termes concrets pourquoi les effectifs dans chaque ligne décroissent lorsque δ augmente. 
Un petit effet est difficile à détecter et exige donc un grand échantillon. 

iii) Expliquer en termes concrets pourquoi les effectifs dans chaque colonne croissent lorsque la puissance 

souhaitée augmente. 
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Si on veut avoir de meilleures chances de détecter un effet donné, il faut augmenter la taille de l'échantillon. 

f) Les effectifs déterminés en e) sont importants parce que les objectifs étaient exigeants: on souhaite détecter de 

petits effets. Mais supposons que, matériellement, un effet de 2 g est considéré négligeable et sans grand intérêt. 

On verra que les tailles d'échantillon sont considérablement réduites.  Vérifier les calculs du tableau ci-dessous. 

  Effet δ 

  3 5 10 

Puissance 

souhaitée 

0,6 90 32 8 

0,8 155 56 14 

0,9 214 77 19 

6.20 On tire un échantillon de taille n = 100 d'une population normale de moyenne μ et d'écart-type connu σ = 10.  

L'objectif est de tester l'hypothèse Ho : μ = 450 contre une alternative unilatérale H1 : μ < 450, 

 On considère trois tests: 

 Test 1: On rejette Ho si X   448,3551 

 Test 2: On rejette Ho si Y  468,8800, où Y est la plus grande des 100 données de l'échantillon  

 Test 3: On rejette Ho si W  417,1659, où W est la plus petite des 100 données de l'échantillon 

 Soit φ1, φ2 et φ3 les fonctions de puissance correspondantes. 

a) Voici le graphique des 3 fonctions de puissance: 

 
Quel est le meilleur test? 
Le meilleur test est très nettement le premier.  Le deuxième est nettement moins bon et le troisième est inacceptable 

b) Vérifier quelques-unes des valeurs dans le tableau ci-dessous: 

μ 449,5 449,6 449,7 449,8 449,9 450 450,1 

φ1(μ) 0,1261 0,1066 0,0893 0,0742 0,0612 0,05 0,0405 

φ2(μ) 0,0695 0,0652 0,0612 0,0573 0,0535 0,05 0,0466 

φ3(μ) 0,0593 0,0574 0,0554 0,0536 0,0518 0,05 0,0483 

1

448,3551 μ
φ (μ) ( 448,3551| μ) Φ

10 / 100
P X

 
    

 
 ;  2

468,8800 μ
φ (μ) P( 468,8800 | μ) Φ

10

n
n

i
X

 
    

 
; 

 3

417 μ
φ (μ) 1 P( 417,1659 | μ) 1 1 Φ

10

n
n

i
X

  
          

. 

Évaluant ces fonctions aux différentes valeurs de μ, nous obtenons les probabilités indiquées dans le tableau. 

6.21  Dans un échantillon de taille n = 100, on se propose de tester l'hypothèse Ho: σ = 15 contre H1: σ ≠ 15 par la procédure 

suivante: On effectue deux tests: un premier de niveau αg contre σ < 15 et un deuxième de niveau αd contre σ > 15, 

choisissant αg et αd de telle sorte que σg + αd = 0,05. 

 Considérer les trois tests suivants: 

Test 1: αg = 0,025; αd = 0,025 

Test 2: αg = 0,01;   αd = 0,04 

Test 3: αg = 0,04;   αd = 0,01 
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 Voici un graphique des trois fonctions de puissance: 

 

a) Lequel des trois tests préfère-t-on s'il est important de détecter un écart positif (σ > 15)? 
Le test 3, car il donne les meilleures probabilités de rejet lorsque σ > 15.  

b) Lequel des trois tests préfère-t-on s'il est important de détecter un écart positif (σ < 15)? 
Le test 2, car il donne les meilleures probabilités de rejet lorsque σ > 15.  

c) φ1(σ) atteint son minimum tout près de σ = 15.  Pourquoi est-ce une propriété souhaitable? 
Le test 1 est un compromis: quand σ > 15, il est plus puissant que le test 3 mais moins que le test 2. Quand σ < 15, c'est 

l'inverse.  C'est le test qu'on utiliserait s'il était aussi important de détecter un écart à droite qu'un écart à gauche.  

d) Confirmer quelques-unes des valeurs des fonctions de puissance dans le tableau suivant. 

σ 14,0 14,5 14,9 15 15,1 15,5 16 

φ1(σ) 0,1457 0,0704 0,0500 0,05 0,0520 0,0807 0,1639 

φ2(σ) 0,0769 0,0404 0,0444 0,05 0,0575 0,1075 0,2157 

φ3(σ) 0,2004 0,0974 0,0556 0,05 0,0463 0,0494 0,0952 

Soit Q = 
2

2

( 1)

15

n S
 .  

Test 1: On rejette Ho si Q  < 73,36108 ou si Q > 128,4220 

Test 2: On rejette Ho si  Q  < 69,22989 ou si Q > 124,9550 

Test 3: On rejette Ho si Q  < 75,79486 ou si Q > 134,6416 

Calculs de la fonction de puissance pour le test 1. 

La probabilité de rejeter Ho si l'écart-type est σ est 
2 2

2 2

( 1) ( 1)
P( 73,36108 | σ) P( 128,4220 | σ) P 73,36108 | σ P 128,4220 | σ

15 15

n S n S
Q Q

    
         

   
 = 

2 22 2

2 2

( 1) 15 ( 1) 15
P 73,36108 | σ P 128,4220 | σ

σ σσ σ

n S n S       
        
      

.  

Si l'écart-type est σ, la statistique 
2

2

( 1)

σ

n S
est de loi 2

99
χ .  Ces probabilités sont donc calculables pour toute valeur de σ.   

On effectue les mêmes calculs pour les deux autres tests. 

Exercices divers 

6.22 Les planchers des hôpitaux devraient-ils être tapissés ?  Un tapis propre est-il aussi propre qu'un plancher lavé ?  Si l'on 

pouvait être sûr que non, l'administrateur de l'hôpital disposerait d'un élément d'information important. Dans un hôpital 

du Montana, une expérience a été faite pour répondre à cette question. Seize chambres de malades ont été testées, dont 

huit avaient des tapis et huit autres n'en avaient pas. Les chambres étaient comparables autrement. En forçant de l'air à 
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un taux constant à travers un vase de pétri, et en comptant ensuite le nombre de colonies de bactéries qui s'y forment, on 

a pu mesurer la quantité de bactéries en suspension dans les chambres. Voici les résultats :  

Chambres avec tapis         

No de la chambre avec tapis #212 #216 #220 #223 #225 #226 #227 #228 

Nombre de colonies par m3  1,10 0,76 0,66 1,21 1,00 0,94 1,36 1,30 

Chambres dans tapis         

No de la chambre sans tapis #210 #214 #215 #217 #221 #222 #224 #229 

Nombre de colonies par m3  1,12 0,77 0,35 0,67 1,11 1,03 0,94 1,27 

 Quelle est votre conclusion ?  Faites un test unilatéral à 5%. 
Les moyennes sont : avec tapis : 1,04125 ; sans tapis : 0,9075. Les écarts-types sont : avec tapis : 0,2498 ; sans tapis : 0,2975. 

L’estimation de l’écart-type supposé commun : 0,2747. T = 0,9737. P(|T| 0,9737 | Ho) = 0,35 (0,33 avec l’approximation normale), 

on ne peut conclure qu’il y a une différence entre les chambres avec tapis et celles sans tapis. 

Il n’est pas évident, d’après l’énoncé, que les données ne sont pas appariées.  Elles seraient appariées, par exemple, si on avait 

d’abord choisi 8 ailes de l’hôpital, puis deux chambres dans chaque aille, l’une avec, l’autres sans tapis.  Ce qui pourrait créditer 

cette hypothèse, c’est le fair que le coefficient de corrélation entre les deux séries est assez élevé, soit r = 0,59.  Dans ce cas, on 

effectue un test basé sur les différences.  La valeur de T dans ce cas est 1,5, une valeur p de 0,18.  Encore non significative. 

6.23 Pour comparer l’aptitude en mathématiques des Orientaux à celle des Américains de race blanche, un chercheur 

[Tsang, Sau-Lim, Journal for Research in Mathematics Education 15, No. 2, 115-122 (1984)] a prélevé les données 

suivantes sur les résultats obtenus au Scholastic Aptitude Test (SAT) par 20 097 Orientaux et 502 990 Américains de 

race blanche.   

Score au SAT Orientaux Blancs 

[700 ; 800[ 601 22 564 

[600 ; 700[ 2001 86 521 

[500 ; 600[ 3190 158 049 

[400 ; 500[ 2788 151 466 

[300 ; 400[ 1309 74 498 

[200 ; 300[ 208 9892 

Total 10 097 502 990 

a) Tester l’hypothèse que le score moyen de Orientaux est égal à celui des Blancs.  [Afin d'effectuer vos calculs, 

vous utiliserez les points-milieux des intervalles comme valeur représentante.  Par exemple, vous supposerez que 

les 601 Orientaux dans la classe [700; 800[ ont tous le même score, soit 750. 

 Taille Moyenne Écart-type 

Orientaux n1 = 10097 
1

X  = 522,0016 S1 = 115,6764 

Blancs n2 = 502990 
2

X = 510,5394 S2 = 112,5308 

S = 

2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)

2

n S n S

n n

  

 
 = 112,5308.  T = 1 2

1 2

1 1

X X

S
n n





 = 10,13 

Sous Ho, la statistique T suit une loi de Student à 10 097 + 502 990 - 2 degrés de liberté (essentiellement donc une loi N(0 ; 1)). 

Remarque  Cette valeur énorme de T, qui équivaut à une valeur p pratiquement nulle, reflète en majeure partie l'importance des 

deux échantillons. L'écart-observé 
1 2

X X  = 11,46, bien que non négligeable, n'est pas énorme.  Mais les échantillons sont si 

grands qu'il est pratiquement impossible que cette différence soit due au seul hasard. 

b) On aurait pu envisager la solution suivante au problème posé en a).  La moyenne pour les Blancs est de 510,5394 

et l’écart-type est de 112,5308. Ce sont les statistiques d'un échantillon, mais l'échantillon est tellement grand 

qu'on peut considérer ces statistiques comme est estimations sans erreur.  C'est-à-dire, on peut supposer que ce 

sont les vrais paramètres, μ = 510,5394 et σ = 112,5308. On teste alors l’hypothèse que la moyenne des Orientaux 

est μo = 510,5394—un test sur une moyenne, soit avec σ supposé connu et égal à 112,5308, soit en estimant σ par 

l’écart-type des scores des Orientaux.  Effectuez le test et discutez de sa validité. 

1

1 1

510,5394 522,0016 510,5394

/ 115,6764 / 10097

X
T

S n

 
  = 9,96. 
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Cette statistique suivrait une loi de Student à 10096 degrés de liberté.  Ici aussi on rejetterait fortement l'hypothèse d'égalité. 

c) Les résultats en a) et b) sont très semblables. Pouvez-vous proposer une explication intuitive de ce fait ? 

Le test en a) est basé sur la statistique
1 2

X X , alors que le test en b) est basé sur la statistique 
1 2

μX  , qui est moins variable, 

puisque µ2 est fixe.  Il n’y a pas une grande différence car 
2

X , étant basé sur un très grand échantillon, est très peu variable, 

donc très proche de µ2 avec une forte probabilité. 

6.24 [O'Hare, Derdre et al., Factors Impacting the Quality of Peer Relationships in Youth with Tourette's Syndrome. Psychology (2015) 

3:34]  Une étude sur le syndrome de La Tourette chez les enfants visent à associer cette condition à certains indices de 

la qualité de vie.  Les chercheurs ont rassemblé un groupe d'enfants souffrant du syndrome de La Tourette (le groupe 

expérimental) et un groupe témoin non atteint du syndrome (groupe témoin). Ils ont fait remplir deux questionnaires 

aux parents. L'un, le PedsQL, est un indice de la qualité de vie de l'enfant; l'autre, le SDQ, donne une mesure des 

difficultés sociales vécues par leur enfant.  Voici un résumé des scores moyens et des écarts-types: 

 Groupe expérimental (n = 86) Groupe témoin (n = 108) 

 Moyenne Écart-type (S) Moyenne Écart-type (S) 

PedsQL (Qualité de vie) 60,76 24,76 87,73 14,92 

SDQ (Difficultés sociales) 3,05 2,41 0,87 1,37 

a) Tester l'hypothèse que la qualité de vie n'est pas liée au syndrome de La Tourette (supposer que les variances des 

deux populations sont égales). 
Valeurs des statistiques de base: 

n1 n2 1
x  

2
x  s1 s2 

86 108 60,76 87,73 24,76 14,92 

Statistiques de test: 
2 2

1 1 2 2

1 2

( 1) ( 1)

2

n S n S
S

n n

  


 
 ; T = 1 2

1 2
1 / 1 /

X X

S n n




 ; vp =

1 2 2
P( | |)

n n
T t

 
   

Voici les valeurs des statistiques de test: 

s 1 2
x x  t 

19,8862 -26,97 -9,384 

vp =
192

P( 9,384)T  . 

b) Tester l'hypothèse que les difficultés sociales ne sont pas liées au syndrome de La Tourette (supposer que les 

variances des deux populations sont égales). 
Valeurs des statistiques de base: 

n1 n2 1
x  

2
x  s1 s2 

86 108 3,05 0,87 2,41 1,37 

Voici les valeurs des statistiques de test: 

s 1 2
x x  t 

1,9019 2,18 7,931 

vp =
192

P( 7,931)T  . 

c) Effectuer les deux tests sans supposer l'égalité des variances. 
 La statistique de test est  

Z = 1 2

2 2

1 1 2 2
/ /

X X

S n S n




 ; vp = P(| | | |)Z z  

Qualité de vie 

Z= -8,9, vp = P(| | | 8,9 |)Z  ≈0 

Difficultés sociales:  

Z = 7,48, vp = P(| | 7,48)Z  ≈0 

d) Tester l'hypothèse que la variance de la variable PedsQL est la même dans les deux populations. 
2

1

2

2

S
F

S
   = 2,754;  vp = P(F85;107 > 2,754) ≈ 0. 

e) Tester l'hypothèse que la variance de la variable SDQ est la même dans les deux populations. 
2

1

2

2

S
F

S
   = 3,0954;  vp = P(F85;107 > 3,095)  ≈ 0. 
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6.25 Un test d’« estime de soi » donne normalement un score moyen de 40 avec un écart-type (connu) de 16). Une 

psychologue voudrait vérifier une certaine conjecture selon laquelle les acteurs de théâtre jouissent d’une estime de soi 

supérieure à la moyenne.  Si μ est leur score moyen, la psychologue veut tester l’hypothèse Ho : μ = 40 contre H1 : μ > 

40.  Elle a l’espoir de convaincre au plus 8 acteurs à se soumettre au test, et vous demande si, avec un échantillon aussi 

petit, l’expérience vaut la peine d’être tentée. Selon elle, μ est probablement supérieur à 40, mais pas de beaucoup : peut-

être 42, mais pas plus. 

a) Si effectivement μ = 42, quelle est la probabilité qu’elle puisse démontrer, avec un test à 5 %, ce qu’elle souhaite 

démontrer, soit que μ > 40? 

Elle rejettera Ho si 
40 16

1,645 40 1,645
/ 8 8

X
X


   


 = 49,31. Si µ = 42, 

16
P 40 1,645

8
X

 
  

 
 = 0,098. Donc 

l’hypothèse nulle peut être fausse (elle aurait raison de croire que les acteurs jouissent d’une estime de soi supérieure à la 

moyenne), mais elle n’a qu’environ 10 % de pouvoir le prouver. 

b) En supposant que μ est en fait égal à 42, dites-lui combien d’acteurs elle devra recruter pour avoir au moins une 

chance sur 2 d’affirmer ce qu’elle souhaite affirmer. 

Elle rejettera Ho si 
16

40 1,645X
n

  . Si µ = 42, la probabilité de rejet est 

16
40 42 1,645

16 42 (40 42)
P 40 1,645 P P 1,645

16/ 16 /

X nn
X Z

n n n

 
      

                
 
 

où Z est de loi N(0 ; 1).  Pour que 

cette probabilité soit au moins égale à ½,  il faut que 
(40 42)

1,645
16

n 
 ≤ 0   

2
(42 40) 16(1,645) 16(1,645)

1,645
16 2 2

n
n n

  
      

 
≈ 173. 

6.26 Pour étudier l’effet de l’alcool sur les réflexes, on fait passer à 14 sujets un test de dextérité manuelle avant et après 

qu’ils aient consommé 100 ml de vin.  Les scores avant et après sont présentés dans le tableau suivant (ce sont les 

temps de réaction; donc un score élevé dénote un ralentissement des réflexes). 

Sujet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Avant (X) 57 54 62 64 71 65 70 73 68 70 77 74 80 83 

Après (Y) 55 60 68 69 70 73 74 74 75 76 76 78 81 90 

Tester l’hypothèse que l’alcool n’a pas d’effet en utilisant le test basé sur la loi de Student. 
Soit Z = X – Y, et µZ = E(Z). On s’attend à ce que µZ = 0 ou sinon µZ > 0, si on estime savoir d’avance que µZ ≥ 0. On a les données 

suivantes :  n =  14 ; Z  =  3,6429 ; S =  3,387923 ; ˆ
Z

  =  0,9055 ; T =
ˆ

Z

Z


 =  4,0232 ; vp =  0,00144 (test bilatéral) ; vp =  

0,0007237 (Test unilatéral).  On peut donc conclure avec confiance que le vin ralentit les réflexes. 

6.27 Supposons que le nombre d’erreurs typographiques dans une page est de loi de Poisson de moyenne μ.  Considérer 

deux procédures pour tester l’hypothèse Ho : μ = 1. 

Procédure 1 : on tire une page au hasard, on rejette Ho si le nombre d’erreurs X est supérieur ou égal à 4. 

Procédure 2 : on tire deux pages au hasard ; on rejette Ho si le nombre total d’erreurs Y dans les deux pages est 

supérieur ou égal à 6. 

a) Déterminer la probabilité d’une erreur de première espèce pour chacune des deux procédures. 

b) Vérifier les probabilités dans le tableau suivant : 

 Probabilité de rejeter Ho 

Valeur de μ Test 1 Test 2 

1,0 0,0190 0,0166 

1,2 0,0338 0,0357 

1,3 0,0431 0,0490 

1,4 0,0537 0,0651 

 Lequel des deux tests semble meilleur à la lumière de ces calculs ?  

c) Supposons qu’on décide de rejeter Ho si X ≥ a. Quelle doit être la valeur de a si on veut que la probabilité d’une 

erreur de première espèce soit inférieure ou égale à 1 % ? 
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6.28 Une expérience agricole est menée dans le but de déterminer s'il est rentable d'arroser le maïs d'un engrais chimique, 

L'expérience comprenait 14 champs de maïs, chacun divisé en deux parties. L'une des parties était arrosée, l'autre pas, 

La récolte moyenne, en nombre de boisseaux par arpent, est donnée dans le tableau suivant : 

Champs 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Parties arrosées 64,3 78,1 93,0 80,7 89,0 79,9 90,6 102,4 70,7 106,1 107,4 74,0 72,6 69,5 

Parties non arrosées 78,1 74,4 86,6 79,2 84,7 75,1 87,3 98,8 70,2 101,1 83,4 65,2 68,1 68,4 

 Testez l'hypothèse que l'arrosage n'améliore pas le rendement. 
Les données sont appariées. On prend donc les différences yi - xi, yi étant la production dans la partie arrosée et xi la production dans 

la partie non arrosée. Nous allons tester l’hypothèse que la moyenne de ces différences est nulle. La différence moyenne dans 

l’échantillon est de 4,12, l’écart-type est 7,72, T = 1,99, P(|T|  1,99 | Ho) = 0,067 (0,0458). Si on fixe α = 0,05, on ne peut pas 

rejeter Ho (mais on aurait conclu à tort qu’on peut rejeter Ho si on s’était fié à l’approximation normale). On aurait pu procéder par 

les moyens traditionnels et rejeter lorsque |T| est supérieur à un point critique. Ce point critique est 2,16 si on utilise, comme on le 

devrait, la loi de Student ; et 1,96 si on utilise une approximation normale. Nous ne pouvons pas conclure que l’arrosage fait croître 

la productivité. 

6.29 [Statistics in the real world, Richard J. Larsen et Donna Fox Stroup. MacMillan. 1976. p.107] L'analyse de la teneur en 

métaux précieux des pièces de monnaie peut fournir une information précieuse aux études de l'histoire politique et 

culturelle d'une société. (Une pénurie d'argent a déjà incité le gouvernement canadien à frapper des pièces de 10 ¢ et de 

25 ¢ à faible teneur en argent). Les données de cet exemple comparent la teneur en argent de deux séries de pièces de 

monnaie byzantines du XIIe siècle. Ces pièces font partie d'une grande quantité trouvée récemment suite à des fouilles 

archéologiques à Chypre. La teneur. en pourcentage. de 9 pièces de la première série, est :  

No de la pièce 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

Teneur en % 5,9 6,8 6,4 7,0 6,6 7,7 7,2 6,9 6,2, 

 Pour la deuxième série, comprenant 7 pièces battues plus tard, les pourcentages sont 

No de la pièce 1 2 3 4 5 6 7 

Teneur en % 5,3 5,6 5,5 5,1 6,2 5,8 5,8 

 La différence entre les deux séries est-elle significative ? 
Les moyennes des deux séries sont 6,744 et 5,61 ; les écarts-types sont 0,5434 et 0,3625 ; l’estimation de l’écart-type commun est s 

= 0,4744 ; et la statistique t est t = 4,73 ce qui est fortement significatif puisque le point critique est 2,145 (ou encore, vp =  
0,00032 ; approchée par 0,0000023 lorsqu’on utilise la loi normale). On conclut avec confiance que les deux séries ne proviennent 

pas de la même source. 

6.30 [Statistics in the real world, Richard J. Larsen et Donna Fox Stroup. MacMillan. 1976. p.4] Le rôle qu'a joué le célèbre 

humoriste Mark Twain dans la guerre civile a longtemps été un sujet de controverse, Certains savants ont présenté 

comme évidence des exploits militaires de Mark Twain une série de 10 lettres publiées dans le New Orleans Daily 

Crescent durant l'année 1861. Les lettres constituaient une chronique des aventures de l’auteur, un dénommé « Quintus 

Curtis Snodgrass ». Les historiens admettent que les événements décrits dans ces lettres sont authentiques, mais on n'a 

trouvé aucune trace du dénommé Quintus Curtis Snodgrass. Selon certains critiques, cependant, le style et l'esprit de ces 

lettres étaient typiques de ceux de Mark Twain. La question est donc : Mark Twain était-il l'auteur des lettres de Quintus 

Curtis Snodgrass ?  Pour répondre à cette question, on a choisi 8 lettres écrites par Mark Twain et on se proposait de les 

comparer de façon quantitative aux lettres de Quintus Curtis Snodgrass. Un style est caractérisé par plusieurs variables. 

Pour les fins de cette étude, on en a choisi une seule : la fréquence des mots de 3 lettres. Pour les 8 lettres de Mark 

Twain, les fréquences sont les suivantes :  

No de la lettre 1 2 3 4 5 6 7 8 

Fréquence 0,225 0,262 0,217 0,240 0,230 0,229 0,235 0,217 

 Pour les 10 lettres de Quintus Curtis Snodgrass, les fréquences sont :  

No de la pièce  1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Fréquence 0,229 0,205 0,196 0,210 0,202 0,207 0,224 0,223 0,220 0,201 

 Testez l'hypothèse que les lettres signées « Quintus Curtis Snodgrass » ont été écrites par  Mark Twain. 
Les moyennes des deux textes sont 0,231875 et 0,2117 ;  les écarts-types sont 0,01456451 et 0,01141198 ; l’écart-type commun est 

0,01288646. La valeur de T est 3,13, P(|T|  3,13 | Ho) = 0,005 (approchée par 0,001 avec la loi normale). On peut donc conclure 
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que la fréquence moyenne des mots de 3 lettres n’est pas la même dans les deux séries de textes. Ce qui laisse croire qu’ils ont été 

écrits par des auteurs différents.  

6.31 [Statistics in the real world. Richard J. Larsen et Donna Fox Stroup, MacMillan, 1976, p.156] Les expériences sur la 

perception extra-sensorielle sont souvent faites à l’aide des « Cartes de Zener » . C’est un jeu de 5 cartes distinctes. 

Récemment, plusieurs recherches ont été faites pour déterminer si l’hypnose n’aurait pas pour effet de faciliter la 

perception extra-sensorielle. Nous décrivons ici une expérience faite avec 15 étudiants. On a demandé à chacun d’eux 

de deviner l’identité de 200 cartes de Zener. Aux premiers 100 essais, l’étudiant était dans un état normal. Aux 100 

essais suivants il était hypnotisé. A chaque essai le « message » était envoyé par un même « émetteur » . L’émetteur 

était lui-même hypnotisé lorsque l’étudiant l’était. On prend note du nombre de réponses correctes parmi 100. Voici les 

résultats : 

Étudiant 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

État normal 18 19 16 21 16 20 20 14 11 22 19 29 16 27 15 

Sous hypnose 25 20 26 26 20 23 14 18 18 20 22 27 19 27 21 

Peut-on conclure que l’hypnose facilite la perception extra-sensorielle ?  [Suggestion :  Xi et Yi sont les résultats du ie  

étudiant, alors Di  Yi   Xi est une mesure de l’effet de l’hypnose sur les capacités de cet étudiant. Faites votre test à 

partir des Di.] 

Les différences sont :   7     1     10     5     4     3     -6     4     7     -2     3     -2     3     0     6, 
et mesurent l’effet de l’hypnose. Nous testons donc l’hypothèse que l’hypnose n’a pas d’effet, c’est-à-dire, que ces différences 

proviennent d’une population de moyenne nulle. 

La moyenne échantillonnale des différences est 2,867, l’écart-type est S = 4,138, T = 2,68, P(|T|  2,689 | Ho) = 0,0178, ce qui est 

significatif, si on prend  = 0,05 pour seuil. On peut donc conclure avec un certain degré de confiance que la performance moyenne 

est meilleure sous l’hypnose. 

6.32 On mène une expérience afin d’évaluer l’efficacité d’un certain traitement au calcium pour réduire la pression 

artérielle.  Quinze personnes sont choisies comme sujets.  On prend leur pression avant le traitement au calcium; puis 

on la prend encore après le traitement.  Voici les résultats des 14 sujets : 

Sujet 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

Pression avant 120 135 145 167 180 155 112 125 138 144 139 125 188 175 

Pression après 101 100 105 168 185 145 106 112 141 120 114 128 185 160 

Tester l’hypothèse que le traitement n’a pas d’effet contre l'hypothèse. 
On prend les différence x = avant-après, que voici :  -19 -35 -40   1   5 -10  -6 -13   3 -24 -25   3  -3 -15 

La moyenne de ces différences est X  = -12,71427 et leur écart-type est S = 14,42982.  On teste l’hypothèse que ces différences 

proviennent d’une population de moyenne 0.  La statistique est T = 
/

X

S n
 = -3,297. 

a) qu'elle a un effet 

La valeur p est vp = 
13

(| | 3,297)P T   = 0,0058.  On peut certainement rejeter Ho. 

b) qu'elle réduit la pression artérielle. 
Il n’est pas nécessaire de calculer : si on a rejeté H0 dans un test bilatéral, on peut la rejeter dans un test unilatéral du même 

niveau.  La valeur p est vp = 
13

( 3,297)P T    = 0,00289. 

6.33 On tire un échantillon de taille n = 1 d'une population de densité f(x) = xe  pour x > 0 et zéro ailleurs [fonction de 

répartition : F(x) = 1 xe , x > 0].  

a) Déterminer une région critique de la forme X > C de taille α = 0,1 pour tester l'hypothèse Ho:  = 2. 
C doit être choisi de telle sorte que P(X > C |  = 2) = 0,1  e-2C = 0,1  C = -(1/2)ln 0,1 = 1,151293.  

b)  Déterminer la taille de la région critique {X < 0,3). 
P(X < 0,3 |  = 2) = 1 – e-0,3(2) = 0,4511884. 

c)  Déterminer φ(4), où φ est la fonction de puissance correspondant au test décrit en b). 
φ() = P(X < 3 | ) = 1 – e-0,3. 

6.34 Dans une étude sur la relation entre certains traits de personnalité et des facteurs astrologiques, des chercheurs 

[Sakofske, Kelly et McKerracher, The Journal of Psychology 110, 275-80, 1982] ont fait compléter un questionnaire 

(le Eysenck Personality Questionnaire] à 241 étudiants néo-zélandais.  L’hypothèse (avancée antérieurement par des 

astrologues) que ces chercheurs se proposaient de vérifier est que les personnes nées sous un signe positif (Bélier, 
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Balance, Gémeaux, Lion, Verseau, Sagittaire) sont moins introverties que les personnes nées sous un signe négatif 

(Cancer, Capricorne, Poisson, Scorpion, Taureau, Vierge).  Sur l’échelle introversion-extraversion du test, les 

extravertis ont un score élevé. Les sujets nés sous un signe positif, au nombre de 117, ont obtenu un score moyen de 

13,28 avec un écart-type de 4,51.  Les 124 sujets nés sous un signe négatif ont eu un score moyen de 14,28 avec un 

écart-type de 4,41.   

a) Tester l’hypothèse que les variances des scores sont égales chez les positifs et les négatifs. 

n1 = 117; n2 =124; 
1

X  =  13,28;   
2

X  = 14,28;  S1 =  4,51;   S2 = 4,41;  F = 
2

1

2

2

S

S
 =  1,046;   vp = P(F116 ;123 > 1,046) = 0,40.  Il 

n’y a aucune raison de douter de l’hypothèse d’égalité de variances.  

b) Tester l’hypothèse que les moyennes des scores sont égales chez les positifs et les négatifs. 

X Y  = -1;  S =  4,458816;   
1 2

1 1
S

n n
   =  0,5746776;    T =  -1,740106;    vp =  0,083.  Un test bilatéral ne rejetterait pas 

l’hypothèse nulle un niveau de 5 %. Un test unilatéral la rejetterait, mais un test 

Exercices théoriques 

6.35 Au numéro 6.1, supposons que chacun des 12 chiffres correspond à une période de 7 jours.  Supposons, par ailleurs, 

que le nombre d'admissions en un jour est une variable de loi de Poisson de moyenne μ.   

a) Soit T le nombre observé d'admissions au courant de la période de 127 jours d'observation.  Montrer que T > 

1000 est une région critique de taille 0,0489 pour tester Ho: μ = 11,3 contre H1: μ > 11,3, et donc qu'avec cette 

approche on peut rejeter Ho. 
Soit Ti le nombre de décès au ie mois.  Chaque Xi est une somme de 7 variables de loi de Poisson de paramètre µ.  Si on 

suppose l’indépendance entre les différentes jours (c’est-à-dire que le nombre d’admission en un jour donné n’affecte pas le 

nombre d’admission en un autre jour) , alors Xi  est de loi de Poison de paramètre 7µ, et T est une variable de loi de Poisson de 

paramètre (7)(12)µ.   Sous Ho, T est une variable de loi de Poisson de paramètre λ= (7)(12)(11,3) = 949,2. P(T > 1000 | λ = 

949,2) = 0,0489.  

b) Soit Ti le nombre total d'admissions au ie mois (i = 1, … , 12) et soit σ2 = Var(Ti).  Si le nombre d'admissions en 

un jour donné est de loi de Poisson de paramètre 11,3, alors σ2 devrait être égale à 79,1.  Tester à 5 % l'hypothèse 

que σ2  = 79,1. Utiliser la méthode développée dans ce chapitre pour tester une hypothèse sur une variance (bien 

qu'elle soit approximative et exige normalement un échantillon de taille supérieure à 12). 

6.36 Une façon de tester l'égalité de deux moyennes consiste à déterminer un intervalle de confiance pour chacune des 

moyennes et de rejeter l'hypothèse d'égalité si les deux intervalles ne se recoupent pas. Montrer que cette procédure est 

conservatrice, dans le sens qu'elle donne une probabilité de rejet inférieur au niveau nominal  sous o. Supposez que 

les variances 
2
1  et 

2
2  sont connues.  

 Montrez que sous o, cette probabilité est supérieure à 

2 2
1 2

/ 2

1 2

P X Y z
n n



 
 

  
 
  

. 

6.37 Soit 2

1
S et 2

2
S les variances de deux échantillons indépendants issus de populations normales de même variance 2, 

a) Montrez que 2

1
aS   2

2
bS  est un estimateur sans biais de 2 si et seulement si a  b  1. 

b) Montrez que parmi tous les estimateurs sans biais de la forme 2

1
aS   2

2
bS , celui qui minimise la variance est 

2 2

1 2
(1 )aS a S  où a  (n1  1)/(n1 n2  2). [Rappel: Dans un échantillon normal de taille n, la statistique Q =

2 2

2

( 1)n S


 est de loi χ2 à n-1 degrés de liberté, E(Q) = n - 1 et Var(Q) = 2(n - 1)]. 

6.38 Un psychologue veut tester l'hypothèse qu'un certain entraînement mental permet d'augmenter le quotient intellectuel. 

Il considère l'une des deux expériences suivantes : 

Expérience 1  On soumet à l'entraînement mental un échantillon de n sujets—les sujets expérimentaux. On observe 

leurs quotients intellectuels Y1, …, Yn après l'entraînement. On tire aussi, dans la même population, n sujets 

témoins à qui on ne fait pas subir l'entraînement. On observe les quotients intellectuels X1, …, Xn de ces sujets. 

Expérience 2  On soumet à l'entraînement mental un échantillon de n sujets, mais on observe les quotients intellectuels 

X1, …, Xn avant l'entraînement, ainsi que les quotients intellectuels Y1, …, Yn après l'entraînement.  
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 Supposez que dans les deux cas l'écart-type des Xi et les Yi est connu :  10. Dans l'expérience Z1, vous supposez 

que Cov(Xi ; Yi)  80, connue également ; dans l'expérience 1 toutes les variables sont indépendantes. Montrez que 

l'expérience 2 est plus efficace dans le sens que sa puissance est supérieure pour tout point y   x 0. 

 [Suggestion : montrez que Var( )Y X = 
200

n
 dans l'expérience 1 et Var( )

40
Y X

n
  dans l'expérience 2.] 

6.39 Soit Ho une hypothèse à tester au niveau α et T une statistique de test de fonction de répartition continue G sous Ho.   

a) Soit R = {T | T  to} une région critique de niveau α pour tester une hypothèse Ho et p(t) = P(T  t | Ho) la valeur p 

correspondant à l'observation T = t. Montrer que p(T) est une variable de loi U(0 ; 1) lorsque Ho est vraie, et donc 

que la région critique peut s'exprimer comme {p(t) < α}. 

p(t) = P(T  t | Ho) = G(t), où t est la valeur observée de T.  Donc G(T) est de loi U(0 ; 1) et par conséquent p(T) = 1 – G(T) 

l'est aussi. 

b) Soit R = {T | |T| > to} une région critique bilatérale de niveau α pour tester une hypothèse Ho.  Soit p(T) = P(|T| > 

t | Ho), la valeur p correspondant à l'observation T = t,  est une variable de loi U(0 ; 1) lorsque Ho est vraie, et donc 

que la région critique peut s'exprimer comme G(t) – G(-t)  1 – α. 
p(t) = P(|T| > t | Ho) = 1 - K(t), où t est la valeur observée de T et K est la fonction de répartition de |T| sous Ho. Donc p(T) est 

de loi U(0 ; 1) sous Ho.  La région critique peut s'exprimer comme p(t)  α (t)  1 - α.  En fonction de la fonction de 

répartition G. (t)  1 - α  G(t) – G(-t)  1 – α. 

c) En général, une région critique basée sur une statistique T de fonction de répartition continue G peut s'exprimer 

comme R = {G(t)  α1}{G(t) > 1 – α2}, où α1 + α2 = α (α1  0 et α2  0).  Montrer que R est de taille α. 
P(T  R) = P[{G(t)  α1}{G(t) > 1 – α2}] = P{G(t)  α1} + P{G(t) > 1 – α2} - P[{G(t)  α1}{G(t) > 1 – α2}]  = α1 + 

1 - (1 - α2) = α1 + α2 = α, étant donné que P[{G(t)  α1}{G(t) > 1 – α2}] = 0 tant que α < 1.  La région critique est de la forme 

T > to si α1 = 0 et de la forme T  to si α2 = 0. 

6.40 La région critique |T| > tn-1;α/2 , T = 
nx

S
, pour tester l’hypothèse Ho : µ = 0 est équivalente à T2 > 2

1; /2n
t

 
.  Montrer que 

l’espérance du numérateur de T2 est 2E( )nx  σ2 + nµ2; et que l’espérance du dénominateur est E(S2).   

2
2

2 2 2 2 2E( ) E( ) Var( ) E( )nX n X n X X n n
n

                 
.   

E(S2) = σ2.   Sous Ho, l’espérance du numérateur est σ2, de même que l’espérance du dénominateur. 

Donc sous Ho, le numérateur et le dénominateur on même espérance, ce qui veut dire qu’on peut alors s’attendre à ce 

que T2 prenne une valeur proche de 1—ce qui ne mène pas à un rejet de Ho.  Montrer, par contre, que si Ho est fausse, 

l’espérance du numérateur est élevée, ce qui tend à donner une valeur plus élevée à T2, donc au rejet de Ho.   Cette 

espérance est d’autant plus grande que µ2 et grand et que n est grand.  Cela permet de voir que la puissance du test croît 

avec n; expliquer. 

6.41 Soit µ la moyenne d’une variable définie sur une population d’hommes et de femmes. On s’apprête à tester l’hypothèse 

Ho : µ = 0. Croyant bien faire, un analyste décide d’assurer un équilibre en tirant son échantillon non pas dans la 

population entière mais plutôt en tirant un échantillon de nx femmes et ny hommes, après quoi il décide d’effectuer le 

test de Student sans tenir compte de cette façon particulière de procéder au tirage de son échantillon. Quelles sont les 

conséquences d’une telle procédure de sélection? Soit Wx et Wy les proportions des femmes et des hommes de la 

population, respectivement; µx et µy leurs moyennes; et σx , σy leurs écarts-types.  Pour simplifier, nous supposerons σx  

= σy = σ.   

 Soit  z  la moyenne de l’échantillon et Sz l’écart-type des n = nx + ny données de l’échantillon.   

a) Déterminer l’espérance de Z . Dans quelles conditions Z  est-il un estimateur sans biais de µ?  

yx
nn

Z X Y
n n

  . Donc E( )
yx

x y

nn
Z

n n
    .  Z est sans biais si et seulement si 

yx
x y x x y y

nn
W W

n n
       pour tout µx et 

µy, donc si et seulement si Wx = nx/n et Wy = ny/.  

b) Montrer que la variance de Z est σ2/n. 
2 22 222 2 2

2 2
Var( ) Var

y y yx x x

x y

n n nn n n
Z X Y

n n n n n n nn n
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c) Montrer que 2 2( ) ( )
x y

n X Z n Y Z    = 2( )
x y

n n
X Y

n
  

( )
y y y yx

n n n nn
X Z X X Y X Y X Y

n n n n n

 
        

 
.  Par symétrie, ( )x

n
Y Z Y X

n
   .  Donc 

2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

2 2 2 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

y x y y x x y y xx
x y x y

n n n n n n n n nn
n X Z n Y Z n X Y n Y X X Y Y X X Y

n n n n n n

    
                  

      

  

= 2 2

2
( ) ( )

x y x y

x y

n n n n
n n X Y X Y

nn
    
 

 

d) Montrer que 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( )
x y

z x x y y

n n
n S n S n S X Y

n
         

2 2 2

1 1
( 1) ( ) ( )x yn n

i iz i i
n S X Z Y Z

 
       . 

Le premier terme est 
2

1
( )xn

i i
X Z


 = 

2 2 2

1 1 1
[ ( )] ( ) ( ) 2( ) ( )x x xn n n

i i ii i x i
X X X Z X X n X Z X Z X X

  
             

= 
2 2( 1) ( ) 0

x x x
n S n X Z    =

2 2( 1) ( )
x x x

n S n X Z    

Par symétrie, le deuxième terme est 
2

1
( )yn

i i
Y Z


 = 2 2( 1) ( )

y y y
n S n Y Z    

Donc 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( ) ( )
z x x y y x y

n S n S n S n X Z n Y Z         . 

Utilisant le résultat d), on obtient 
2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) ( )

x y

z x x y y

n n
n S n S n S X Y

n
        

e) Soit T = 
z

nz

S
 la statistique utilisée pour tester Ho. Montrer que l’espérance du numérateur de T2 est 

    

2 2
2

2 2 2 2E( ) E( ) Var( ) [E( )]
x x y y x x y y

n n n n
nZ n Z n Z Z n

n n n

         
                   

 .  

f)  Montrer que l’espérance du dénominateur de T2 est 2 2( )
( 1)

x y

x y

n n

n n
   


. 

2 2 2 2[( 1) ) ( 1) ( 1) E[( ) ]
x y

z x y

n n
E n S n n X Y

n
          = 

2 2
2 2 2 2( 2) Var( ) E[( )] ( 2) ( ) ]

x y x y

x y
x y

n n n n
n X Y X Y n

n n n n

  
                

 
=

2 2 2 2( 2) ( )
y x yx

x y

n n nn
n

n n n
          =

2 2( 1) ( )
x y

x y

n n
n

n
     . Donc 

2 2 2E( ) ( )
( 1)

x y

z x y

n n
S

n n
    


.  

  

g) Supposons que nx = nWx. Montrer que le test n’est valide si µx = µy.  
Les écarts-types sont supposés égaux et si les moyennes sont égales aussi, l’échantillon est un échantillon aléatoire simple.  La 

procédure est donc valide, dans la mesure où la normalité des populations est vérifiée.  On aurait de toute façon du mal à 

rejeter Ho étant donné que l’espérance du dénominateur est grand lorsque l’écart entre les deux moyennes est grand. 

6.42 Problématique des données appariées 

 Afin de comparer deux moyennes on constitue un groupe témoin et un groupe expérimental de la façon suivante.  On 

répartit la population en « strates », c’est-à-dire, de sous-populations mutuellement exclusives, chaque strate étant 

relativement homogène.  On choisit une paire d’individus de la façon suivante : On effectue un premier tirage dans la 

population entière, puis un deuxième dans la strate à laquelle appartient le premier individu.  Soit X l’observation faite 

sur le premier individu (qui sera affecté au groupe témoin) et Y celui du deuxième individu (qui sera affecté au groupe 

expérimental).  Conditionnellement (étant donné la strate), X et Y sont indépendantes, mais inconditionnellement elles 

ne le sont pas. 

 Considérons donc une population constituée de K strates.  Supposons que les tailles relatives de ces strates sont W1, … , 

WK, 
1

K

hh
W

  = 1.  Supposons que, conditionnellement, étant donné la strate h, X et Y sont distribuées comme suit : 

2 2| ( ; ); | ( ; )
h h h h

X h Y h   N N . 
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 Les paramètres de ces distributions conditionnelles sont en fait des variables aléatoires, puisque leur valeur dépend de 

la strate sur laquelle on tombe.  Par exemple, les µh sont les valeurs d’une variable aléatoire prises avec probabilités Wh.  

a) Montrer que E(X) = µ et E(Y) = ν, où 
1

K

h hh
W


   et

1

K

h hh
W


   ; 

La probabilité de tomber sur la strate h est Wh.  E(X) = E[E(X |h)] = E(µh) = 1

K

h h h
W


 = µ.  Même raisonnement pour E(Y). 

b) Montrer que 
2 2

1 1
Var( ) ( )

K K

h h h hh h
X W W

 
       et 

2 2

1 1
Var( ) ( )

K K

h h h hh h
Y W W

 
      ; 

 
2Var( ) E[Var( | )] Var[E( | )] E( ) Var( )
h h

X X h X h      = 2 2 2 2

1 1
( )

K K

h h h hh h
W W

 
     . Même démarche pour Var(Y). 

c) Montrer que 
1

Cov( ; ) ( )( )
K

h h hh
X Y W


     , ce qui confirme que, en général, on ne peut pas supposer 

l’indépendance entre X et Y; 

Cov( ; ) E( ) E( )E( )X Y XY X Y  = E[E( | )] E[E( | )]E[E( | )] E[ ] E[ ]E[ ] Cov( ; )
h h h h h h

XY h X h Y h           

=
1

( )( )
K

h h hh
W


      

d) Montrer que Var( )X Y = V, où 
2 2 2

1 1
( ) [( ) ( )]

K K

h h h h h hh h
V W W

 
          ; 

 

 Var( ) E[Var( | )] Var[E( | )]X Y X Y h X Y h       

= 
2 2E[ ] Var[ )]hh h h

       = 2 2 2

1 1
( ) [( ) ( )]

K K

h h h h h hh h
W W

 
             

Si [X1 ; Y1], [X2 ; Y2], … , [Xn ; Yn] sont les valeurs d’un échantillon de taille n tiré avec remise, alors les moyennes X  et 

Y  satisfont les conditions suivantes : 

E( )X Y      et Var( )
V

X Y
n

   

La statistique T =
( )

z

n X Y

S


, où 

2

1
( )

1

n

ii

z

z z
S

n








et Zi = Xi  - Yi peut-elle servir de statistique de test?  L’espérance 

du numérateur 
2( )n X Y  de T2 est V + n(µ - ν)2 et l’espérance du numérateur 2

z
S est V.  Ce qui justifierait l’usage de la 

statistique T, bien que la normalité des variables X et Y serait difficile à justifier. Si, par exemple, X - Y est 

conditionnellement normale dans chaque strate, sa distribution conditionnelle serait un mélange de normales. Le test 

usuel pourrait néanmoins se justifier par un appel au théorème limite central si n est grand.       
 

6.43 Une alternative à la modélisation décrite au numéro précédent est la suivante. La population est divisée en n strates.  

On observe une paire Xh et Yh dans chacune des strates h, h = 1, 2, … , n.  Xh et Yh sont alors indépendantes et on 

suppose que 

2 2( ; ); ( ; )
h h h h

X Y   N N . 

 Soit Zh = Xh - Yh.  Alors Zh ~N(δh ; γ2), où δh = µh - νh et γ2 = 2σ2. 

a) Soit Sz  =

2

1
( )

1

n

hh
Z Z

n







 .  Montrer que 2 2 2E( )

z
S S


    , où 

2

2 1
( )

1

n

hhS
n





  





 . 

2 2 2 2

1 1
E[( 1) ] E ( ) E E( )

n n

h hz h h
n S Z Z Z n Z

 
       
      =

2 2 2 2

1 1
E( ) Var( ) [E( )] Var( ) [E( )] Var( ) [E( )]

n n

h hh h h
Z n Z Z Z Z n Z Z

 
                  = 

2
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1
( 1) ( )

n n n

h h hh h h
n n n n

n  

 
                       

 
    . 

Donc 

2
2 2 2 21

( )
E( )

1

n

h h
z

S S
n
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b) Montrer que si δh = δ pour tout h, alors la statistique T =  
( )

z

n Z

S

 
est de loi de Student à n-1 degrés de liberté. 

Si δh = δ pour tout h, alors les Zh sont identiquement distribuées.  En ajoutant l’hypothèse de normalité, la conclution découle 

de la définition d’une loi de Student. 

Remarque Supposons qu’on ne stipule pas d’emblée que δh = δ pour tout h et qu’on veuille tester plutôt l’hypothèse 

Ho :   = 0.  Le test basé sur la statistique T = 
z

n Z

S
ne serait plus valable, mais il se peut qu’il soit plutôt 

conservateur.  Car d’une part, la valeur de T tend à grossir si la moyenne des δh est grande, mais en même temps à 

diminuer si leur dispersion est élevée. 

6.44 Considérons une population normale de moyenne µ inconnue et d’écart-type σ connu.  Considérer la région critique 

o
Z z , où Z = o

( )n X 


 et zo est un nombre positif, pour tester l’hypothèse Ho : µ = µo contre µ > µo.  Montrer que 

la puissance du test en tout point µ = µo + δ (δ > 0) décroît lorsque σ croît. 
La puissance du test au point µ = µo + δ est  

o o

o o o o

( ) ( ( ) ) ( )
P P P

n X n X n X n
z z z

             
                       

 = 
o

( )
P

n X n
z

   
  

  
 

= 
o

1
n

z
 

  
 

. On vérifie aisément que cette probabilité décroît lorsque σ croît. 

6.45 Considérons une population normale de moyenne µ inconnue et d’écart-type σ inconnu.  Considérer la région critique 

o
T t , où T = 

( )
o

n X

S


 et to est un nombre positif, pour tester l’hypothèse Ho : µ = µo contre µ > µo.  Montrer que 

la puissance du test en tout point µ = µo + δ (δ > 0) décroît lorsque σ croît. 
La puissance du test au point µ = µo + δ est  

o o

o o o

( ) ( ( ) ) ( )
P P P

n X n X n X n
t t t

S S S S

               
             

    
 = 

o

( )
P

n X S n
t

   
  

   
 

= 
o

( )
P

n X n
Ut

   
  

  
, où U = 

S


 . 

Étant donné que sous l’hypothèse de normalité les variables S et X  (et donc U et X ) sont indépendances, la probabilité 

conditionnelle est  
o

( )
P

n X n
Ut U u

  
   

  
 

=
o

( )
P

n X n
ut

  
  

  
=

o
1

n
ut
 

  
 

 et  

o

( )
P

n X n
Ut

   
  

  
= 

o0
P ( ) 1

n
f u ut du

   
   

   
 où f(u) est la fonction de densité de U.   

f(u) ne dépend pas de σ et pour tout u, 
o

1
n

ut
 

  
 

 décroît lorsque σ croît. 

Exercices portant sur les tableaux de données 

6.46 [Données du tableau A05] Le tableau A05 présente les températures prises par 130 sujets, dont 65 femmes et 65 hommes.  

a) Testez l’hypothèse qu’il n’y a pas de différence entre la température moyenne des femmes et celle des hommes. 

nf = 65 ; ny = 65 ;  X = 98.39384615 ;  Y =  98.10461538 ;  Sf  = 0.74348775 ;   Sy = 0.69875576 ; S = 0.72146852 ;  T = 

2.28543454 ;  vp = 0.02393188  

 

b) Soit σf et σh l'écart-type des températures des femmes et des hommes, respectivement. Tester l'hypothèse que σf  = 

σh contre l'hypothèse que σf  ≠  σh.  Les écarts-types échantillonnaux sont Sf  = 0,7434878 et Sh  =  0,6987558.   
F = 1.1321314 ;   vp = 0.3105418 

6.47 [Données du tableau A03] Testez l’hypothèse que la moyenne des scores G est la même pour les femmes et pour les 

hommes. Répétez l’exercice avec les scores V et P. Vous supposerez que l’écart-type des femmes et des hommes est le 

même pour les trois variables. 
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Test G 

nf = 16 ;   nh = 12 ; 
f

X = 112,56; 
h

X  = 119,17 ;  Sf  = 23,62 ;  Sh = 23,23 ; S = 23,4468 ; T = -0,7375 ; vp = 0,467. 

 

Test V 

f
X = 109,875 ; 

h
X = 117 ;  Sf  = 22,1145 ;  Sh = 23,6413 ; S = 22,7729 ;  T = -0,8192 ;   vp = 0,420.  

Test P 

f
X = 110,875 ; 

h
X  = 116,8333 ; Sf = 21,9663 ; Sh = 23,3738 ;  S = 22,5725 ; T = -0,6912 ; vp =  0,4956. 

6.48 [Données du tableau A03] Testez l’hypothèse que les hommes et les femmes ont le même poids en moyenne ; et testez 

l’hypothèse que les hommes et les femmes ont la même taille en moyenne. (On sait bien que ces hypothèses sont fausses; 

si vos tests ne réussissent pas à les rejeter, c’est que l’écart est trop petit pour être détecté avec les échantillons de telles 

tailles : le test manque de puissance.)  

 

6.49 [Données du tableau A03] On affirme souvent que pour plusieurs variables, les valeurs sont plus dispersées chez les 

hommes que   chez les femmes. Vérifiez si c’est bien vrai pour les variables dans ce tableau. 

6.50 [Données du tableau A09] Testez l’hypothèse que la méthode 2 n’est ni plus ni moins efficace que la méthode 

traditionnelle 

a) en vous basant sur une comparaison des moyennes des pré-tests A1, A2 avec les posttests B1, B2; 

b) en vous basant sur le posttest B3. 

6.51 [Données du tableau A05] Y a-t-il une différence entre les hommes et les femmes quant à la température du corps ?  Y 

a-t-il une différence au niveau des battements du cœur ? 

6.52 [Données du tableau A03] Testez l’hypothèse que la grosseur du cerveau des hommes est en moyenne égale à la grosseur 

du cerveau des femmes. On pourrait considérer cette comparaison inacceptable, puisque les femmes ne sont pas aussi 

grandes en moyenne que les hommes, et qu’il serait donc normal qu’elles aient un cerveau moins gros. Refaites l’analyse 

en tâchant de tenir compte de cette critique. 

6.53 [Données du tableau A09] Y a-t-il une différence de tailles entre les sopranos et les altos ? Y en a-t-il une entre ténors 

et basses ? 
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